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ガロア理論と多項式のガロア群

　　　　　　　　　　　　　　　　

　ガロア理論とは, 代数方程式や体の構造を, ガロア群という群を用いて調べる理論であ
る. この理論を用いて, ガロアは 5次以上の方程式に解の公式が存在しないことを証明し
た. 他にもガロア理論を用いることで, 角の三等分問題や円積問題といった問題にも証明
を与えることができる. 発表では, 5次以上の方程式に解の公式が存在しないことと, 多項
式 x2p + axp + b ∈ Q[x]のガロア群について紹介する.

定理 1. n ≥ 5とする. そのとき n次の一般多項式

f(x) = xn + b1x
n−1 + b2x

n−2 + · · ·+ bn

は解の公式を持たない (=べき根によって解くことができない ).

定理 2. f ∈ K[x]がべき根によって解けるならば, f のK上のガロア群は可解である．

定理 1を示すための準備として, まずガロア群を定義する.

定義 1. Kを体, EをKの拡大体とする. G = GE/KをEのK上自己同型群とする. Eが
Kの正規拡大であるとき, G = GE/K は EのK上のガロア群とよぶ.

次にべき根によって解けるということを一般的に定義する.

定義 2. K を標数 0の体とし，ΩをK の拡大体とする. 次の条件 (1)，(2)を満たすΩの部
分列

K = K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Kr−1 ⊂ Kr = Ω

が存在するとき, ΩはKのべき根による拡大であるという.

(1) ある n ∈ Z+が存在して，K1はK0に 1の原始 n乗根 ζを添加した体K1 = K0(ζ)であ
る.

(2) 各 i(1 ≤ i ≤ r− 1)に対し，Ki+1 = Ki(αi), αdi
i = ai ∈ Kiである. 言い換えれば，Ki+1

はKi上の多項式 xdi − ai の根 (aiの d乗根)をKiに添加した体である. ただし，di = 2の
場合を除き di|nとする.

　f ∈ K[x]を定数でない多項式とする. Kのべき根による拡大体Ωを適当にとり, fのK上
の分解体EがΩに含まれるとき, f はべき根によって解けるという.

べき根によって解けるということを群を使って表すために, 可解群というものを定義
する.

定義 3. Gを群とする. Gの部分群の減少列

G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ · · · ⊃ Gr−1 ⊃ Gr = {e}

がGのアーベル列であるとは, 各 i = 1, . . . , rに対しGiがGi−1の正規部分群であって, か
つ商群Gi−1/Giがアーベル群になっていることをいう. アーベル列をもつような群を可解
群という.
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以下 3つの定理は定理 1の証明に必要であり, ここでは証明なしで認めるものとする.

定理 3. n次の一般多項式

f(x) = xn + b1x
n−1 + b2x

n−2 + · · ·+ bn

のガロア群は Snと同型である.

定理 4. N を可解群Gの部分群とすると, N も再び可解群となる.

定理 5. 5次交代群A5の正規部分群は, {e}とA5のみである.

f(x) = x4 + ax2 + bをQ上の既約多項式とするとき, f(x)のガロア群Gは次のように
なることが知られている [2].

(1) Q において bが平方数ならば, G ∼= Z2 × Z2.

(2) Qにおいて bが平方数でなく, b(a2 − 4b)が平方数ならば, G ∼= Z4.

(3) Qにおいて b, b(a2 − 4b)のいずれも平方数でなければ, G ∼= D4.

　 x4 + ax2 + bは, m(x) = x2 + ax + bに, n(x) = x2を代入した合成関数m(n(x))であ
る. そこで l(x) = xp(pは素数)とし, 合成関数m(l(x)) = x2p + axp + bで, (1)の考え方を
発展させることができないかと思い, 「bがQにおいて b = cp(c ∈ Q)を満たすとき」の
x2p + axp + bのガロア群を考えた.

定理 6. pを素数とし, 多項式 f(x) = x2p + axp + bをQ上の既約多項式とする. そして,

ζを 1の原始 p乗根, α を f(x)の一つの根とする. bがQ において b = cp(c ∈ Q)を満た
すとき f(x)のガロア群をGとすると,

(i) ζ /∈ Q(α)のとき, G ∼= Dp o Cp−1,

(ii) ζ ∈ Q(α)のとき, G ∼= Dp

となる. ただし, D2 = Z2 × Z2とする.

　今回は x4 + ax2 + bの (1)を x2p + axp + bに対して拡張させることができたが, (2)と
(3)に対しては拡張させることができなかった. 今後の課題は (2), (3)を x2p + axp + bに対
して拡張させることである.
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