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4次元の微分幾何

　　　　　　　　　　　　　　　　

1 はじめに
私は 3次元空間の問題が苦手だった. しかし, z座標という文字が 1つ増えただけと思えば, 2次元平面と同じように考

えることができる,ということに気付いてからは 3次元空間の問題が最も得意な分野になった.

そこで今回私は, 図などでは到底考えることができない 4次元の世界についても, 座標の文字を 1つ増やせば考えるこ

とができるのではないかと思い, 3年前期に学んだ幾何学概論の内容を 4次元の世界に拡張した場合に, 3次元と同じよ

うに考えることができるのか, 何か変わることがあるのか, ということについて本論文で考察した.

2 4次元空間内の曲線
定義 2.1 (曲線)

空間 R4 内の曲線 p(t)とは, ∀t ∈ I = [a, b]に対して, R4 の点

p(t) = (x(t), y(t), z(t), w(t))

が定まるものであり, p(t)が tについて何回でも微分可能であるときをいう.

定義 2.2 (弧長パラメーター)

曲線 p(t) = (x(t), y(t), z(t), w(t))(t ∈ I)に対して, tが p(t)の弧長パラメーターであるとは, ∀t ∈ I について∣∣∣∣dpdt (t)
∣∣∣∣ = 1

を満たすものをいう. 弧長パラメーターは普通 sと書く.

定義 2.3 (曲率)

曲線 p(s)の曲率を

κ(s) :=

∣∣∣∣d2pds2
(s)

∣∣∣∣
と定義する.

定理 2.4 (3次元空間内の曲線に対するフレネ-セレの公式)

e1 =
dp

ds
, e2 =

d2p

ds2∣∣∣∣∣d2pds2

∣∣∣∣∣
, e3 = e1 × e2 とおく. このとき, 次が成り立つ.



de1
ds

= 0 · e1 + κe2 + 0 · e3
de2
ds

= −κe1 + 0 · e2 + τe3

de3
ds

= 0 · e1 − τe2 + 0 · e3

⇔ d

ds

e1

e2

e3

 =

 0 κ 0

−κ 0 τ

0 −τ 0


e1

e2

e3


定理 2.5 (4次元空間内の曲線に対するフレネ-セレの公式)

e1 =
dp

ds
, κ1 = |e′1| , e2 =

e′1
κ1

, κ2 = |e′2 + κ1e1| , e3 =
e′2 + κ1e1

κ2
,

e4 : e1,e2, e3 すべてと直交する単位ベクトル とする. このとき以下の式が成り立つ.

de1
ds

= 0 · e1 + κ1e2 + 0 · e3 + 0 · e4
de2
ds

= −κ1e1 + 0 · e2 + κ2e3 + 0 · e4
de3
ds

= 0 · e1 − κ2e2 + 0 · e3 + κ3e4

de4
ds

= 0 · e1 + 0 · e2 − κ3e3 + 0 · e4

⇔ d

ds


e1

e2

e3

e4

 =


0 κ1 0 0

−κ1 0 κ2 0

0 −κ2 0 κ3

0 0 −κ3 0



e1

e2

e3

e4



また, κi(i = 1, 2, 3)を第 i曲率という.
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命題 2.6 (一般のパラメーターでの曲率の公式)
dp

dt
= a,

d2p

dt2
= b,

d3p

dt3
= cとする. このとき,以下の式が成り立つ.

κ1 =

√
|a|2 |b|2 − (a · b)2

|a|3

κ2 =

√
|a|2 |b|2 |c|2 − (a · b)2 |c|2 − (b · c)2 |a|2 − (c · a)2 |b|2 + 2(a · b)(b · c)(c · a)

|a|2 |b|2 − (a · b)2

3 4次元空間内の3次元多様体
定義 3.1 (3次元多様体)

x, y, z, w座標を表す 3変数関数

x(u1, u2, u3), y(u1, u2, u3), z(u1, u2, u3), w(u1, u2, u3)

によるベクトル値関数

p(u1, u2, u3) = (x(u1, u2, u3), y(u1, u2, u3), z(u1, u2, u3), w(u1, u2, u3))

の像を 4次元空間内の 3次元多様体と呼ぶ. 但し, ∀(u1, u2, u3)に対して

∂p

∂u1
,

∂p

∂u2
,

∂p

∂u3
は一次独立である

という条件を要請しておく.

定義 3.2 (第 1基本量)

3次元多様体 p(u1, u2, u3)の第 1基本量とは次式で定義される 9つの関数のことをいう.

gij(u1, u2, u3) :=
∂p

∂ui
· ∂p

∂uj
(i, j = 1, 2, 3)

定義 3.3 (第 2基本量)

p(u1, u2, u3)に対し, e(u1, u2, u3)を
∂p

∂u1
,
∂p

∂u2
,
∂p

∂u3
と垂直な単位ベクトルとし, これを p(u1, u2, u3)の単位法ベクトルと

いう.

このとき, p(u1, u2, u3)の第 2基本量とは, 次式で定義される 9つの関数のことをいう.

hij :=
∂2p

∂ui∂uj
· e(u1, u2, u3) (i, j = 1, 2, 3)

定義 3.4 (測地線)

多様体 p(u1, u2, u3)上の曲線 q(t) = p (u1(t), u2(t), u3(t)) が測地線であるとは, 次の 2式が成り立つときをいう.∣∣∣∣dqdt
∣∣∣∣ =一定

d2q

dt2
· ∂p

∂ui
(u1(t), u2(t), u3(t)) = 0 (i = 1, 2, 3)
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