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フィボナッチ数の判定式とその一般化について

　　　　　　　　　　　　　　　　

よく知られている数列にフィボナッチ数列がある. フィボナッチ数列 Fnとは, Fn+2 =

Fn + Fn+1 (F1 = 1, F2 = 1)という式を満たす数列である. 非常にシンプルな形の数列で
あるが, フィボナッチ数には様々な性質が含まれていて, 非常におもしろく感じた. 大学
でフィボナッチ数列について学んでいく中で, フィボナッチ・テストというものに出会っ
た. フィボナッチ・テストは, 次のようなものである.

定理 1. 5n2 + 4 または 5n2 − 4が完全平方数ならば, nはフィボナッチ数である.

今回の発表では, このフィボナッチ・テストの証明の概略と, 新たに得られたフィボナッ
チ・テストの一般化について紹介する.

フィボナッチ数列の一般項は, 次のビネーの公式で与えられる.

定理 2 (ビネーの公式). ϕ = (1 +
√
5)/2 とすると, 次が成り立つ.

Fn =
1√
5

(
ϕn −

(
− 1

ϕ

)n)
.

K = Q(
√
d)を 2次体で, d ∈ Zは平方因子を持たないとする. フィボナッチ・テストの

証明では, Q(
√
5)の整数の環の単数を利用する. ここで, 単数は次の定義で与えられる.

定義 1. Aを整域とする. Aの元 εがAにおいて乗法に関して可逆のとき,すなわち εη = 1

となる η ∈ Aが存在するとき εをAの単数という.

フィボナッチ・テストの証明を行うために, まずQ(
√
5)の整数の環 Aは (u + v

√
5)/2

(u, v ∈ Z, u ≡ v (mod 2))の形の元で構成されることを示す必要がある. このことは次の
定理からわかる.

定理 3. d ≡ 1 (mod 4)ならば, Kの整数の環Aは (u+v
√
d)/2 (u, v ∈ Z, u ≡ v (mod 2))

の形の元で構成される. また, d ≡ 2または d ≡ 3 (mod 4)ならば, K の整数の環 Aは
a+ b

√
d (a, b ∈ Z)の形の元で構成される.

定義 2. ξ = r + s
√
mのノルムN(ξ)は次で定義される.

N(ξ) = ξξ̄ = (r + s
√
m)(r − s

√
m) = r2 −ms2.

2次体K の整数の環の元 εが単数であるとき, N(ε) = ±1である. このことを用いて,

フィボナッチ・テストの証明に必要な, Q(
√
5)の整数の環Aの単数の形に関する次の定

理を証明することができる.

定理 4. Q(
√
5)の単数は±ω±nで表される数のみである. ここで ω = (1 +

√
5)/2.
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定理 1.の証明. 5n2 ± 4 = m2とすると, m2 − 5n2 = ±4となるので,

m+
√
5n

2
· m−

√
5n

2
= ±1

となる. またmと nは同じ偶奇性を持ち, 定理 3より

m+
√
5n

2
,
m−

√
5n

2

はQ(
√
5)の整数である. Q(

√
5)の単数は定理 4より±x±r (x = (1 +

√
5)/2)の形で表

される. このとき,

m+
√
5n

2
= xr =

1

2

[
(xr + yr) +

xr − yr√
5

·
√
5

] (
y = −1

x

)
と表せる.ここで, xr + yr = Lr, (x

r − yr)/
√
5 = Frなので,

1

2
(m+

√
5n) =

1

2
(Lr +

√
5Fr)

となる. よって n = Frとなる.

フィボナッチ・テストを次の様に一般化することに成功した.

定理 5. Q(
√
d) (d ≡ 2または d ≡ 3 (mod 4))の単数が ±ω±r (ω = a + b

√
d)で表

される数であるとき, n2/b2d + 1/b2dまたは n2/b2d − 1/b2dが完全平方数ならば, nは
F

(d)
n+2 = 2aF

(d)
n+1 − (a2 − b2d)F

(d)
n (F

(d)
1 = 1, F

(d)
2 = a)の項である.

定理 6. Q(
√
d) (d ≡ 1 (mod 4))の単数が±ε±r (ε = (a+ b

√
d)/2)で表される数であると

き, b2dn2 +4または b2dn2 − 4が完全平方数ならば, nはF
(d)
n+2 = aF

(d)
n+1 − (a2 − b2d)F

(d)
n /4

(F
(d)
1 = 1, F

(d)
2 = a)の項である.
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