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平均場近似に基づく磁気双極子フェルミ気体の静的性質の解析 

 

理科教育専攻 理科内容学領域（物理学） 

  新鶴田 道也 

 

概 要 

 2012 年，磁気双極子フェルミ気体が 161Dy 原子を

用いて初めて実現された。この実験において，実現さ

れた気体に磁気双極子‐双極子相互作用が働いている

ことを示唆する結果が得られた。磁気双極子フェルミ

気体の実現が可能になったことにより低温における物

質の新しい振る舞いが発見される可能性が高まってい

る。これまでの理論研究において強磁性ネマチック相

やスピン軌道結合相，反強磁性スメクチックC相など

の新しい秩序相の出現が予測されている。 

本論文では磁気双極子フェルミ気体が示す静的性質

を平均場近似に基づいて解析する。具体的には双極子-

双極子相互作用と接触型相互作用の強さに対して常磁

性‐強磁性ネマチック相転移の相図を得る。また非完

全強磁性相におけるスピン２成分の混合状態を含む平

均場理論の定式化を行う。 

 

１ 序 論 

１.１ フェルミ粒子系における平均場近似 

 気体は多数の電気的に中性な原子または分子の集団

である。多数の原子によって構成された気体がどのよ

うな性質を示すのかという問題は多体問題であり，一

般にその問題を直接扱うことは難しい[1]。 

平均場近似とは多体問題を平均的なポテンシャル中

を運動する１体問題として近似をし，そのポテンシャ

ルを自己無撞着に決定する方法である[2]。原子構造の

問題を良く説明しその他にも広く用いられる平均場近

似にHartree近似がある[3]。Hartree 近似では N個

の粒子の中から１つの粒子に着目し２粒子間相互作用 

 

 

図１：平均場近似のイメージ 

を平均化したポテンシャルで表す（図１）。 

Hartree近似を，同種粒子系において量子統計性を

考慮し特にフェルミ粒子系に対して応用させたものに

Hartree-Fock近似がある。Hartree-Fock近似ではフ

ェルミ粒子系の N 粒子波動関数Φ(𝒓1, 𝒓2, … 𝒓𝑁) を次

のSlater行列式で表す。 

Φ(𝒓1, 𝒓2, … 𝒓𝑁) = |
𝜙1(𝒓1) … 𝜙𝑁(𝒓1)

⋮ ⋱ ⋮
𝜙1(𝒓𝑁) … 𝜙𝑁(𝒓𝑁)

| 

ここで 𝜙1(𝒓1) は１粒子波動関数で座標 𝒓1  に存在

する粒子が状態 1であることを示す。この近似では１

粒子波動関数が従う Hartree-Fock 方程式を解くこと

で１粒子のエネルギーを求めることができる。そして

得られた１粒子エネルギーから系全体のエネルギーを

計算することができる。 

本研究では多体問題における平均場近似の中でもフ

ェルミ粒子系に対してよく用いられる手法である

Hartree-Fock 近似を使用することで磁気双極子フェ

ルミ気体の静的性質の解析を試みる。 

１.２ 冷却原子気体の磁性 

 冷却原子気体の磁性はスピン自由度をもつ

Bose-Einstein 凝縮体について研究されてきた[4]。こ

れらの磁性については，スピンに依存する弱い接触型

相互作用の効果として説明されてきた。 

フェルミ気体においては 2009 年に MIT の Jo ら

によって強く相互作用するフェルミ気体の強磁性が実

験的に研究され，大きな注目を浴びている[5]。Jo ら

はスピン２成分をもつ6Li 原子を光学双極子トラップ

ポテンシャル中に閉じ込めて，Feshbach 共鳴によっ

て斥力の接触型相互作用を調整することで強磁性秩序

状態への相転移を示唆する結果を得た。 

１.３ 磁気双極子フェルミ気体 

本研究の対象は磁気双極子フェルミ気体である。フ

ェルミ気体とボース気体の大きな違いは，極低温にお

いて希薄なフェルミ気体は s 波散乱による接触型相

互作用をしない点である。これはフェルミ粒子の従う
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Pauli の排他律において同じ状態に２個以上の粒子が

占有できないということからの帰結である。1999年に

フェルミ縮退した気体をはじめて実現したのはアメリ

カ Colorado大学のグループで 40K の希薄原子気体を

用いてフェルミ温度の 1/4 倍程度のフェルミ気体を

実現した[6]。フェルミ気体は粒子間に引力が働くと，

ペアをつくることで超流動状態になり得る[7]。また冷

却原子の実験では Feshbach共鳴を用いることによっ

て，BCS‐BEC クロスオーバーというフェルミ粒子

系特有の現象が観測された[8,9]。 

2012年にアメリカ Stanford大学の Luらは 161Dy 

のフェルミ気体をフェルミ温度の 0.2倍まで冷却する

ことに成功した[10]。これはフェルミ気体における磁

気双極子気体としては初めての実験である。Lu らは

レーザー冷却と蒸発冷却をもちいて気体を 150nK 程

度まで冷却した。この実験ではボース粒子である

162Dy の気体とフェルミ粒子である 161Dyの気体を混

合することによって蒸発冷却を促進し非常に低い温度

を実現した。更にLuらは 161Dy のみであってもフェ

ルミ温度の 0.7倍まで冷却できたことから気体の磁気

双極子‐双極子相互作用の効率を間接的に測定した。 

これらの実験研究に対して，一様系における理論的

解析も盛んに行われてきた。まず外部磁場によって偏

極されたフェルミ気体が解析された。2008年に双極子

‐双極子相互作用するフェルミ気体において，その相

互作用の大きさに応じてフェルミ面が変形することが

示された[11,12]。そこでは変形したフェルミ面の形状

を回転楕円体として近似する変分法が Miyakawa ら

によって提唱された。またChan[13] やRonen[14] は

ゼロ音波の解析を行った。 

スピン２成分をもつ磁気双極子フェルミ気体におい

ては，2009 年 Fregoso が強磁性状態とフェルミ面の

球対称性が自発的に破られた状態をあわせもつ強磁性

ネマチック相の出現を予測した[15]。更に Fregosoは

計算を拡張しスピン２成分が混合した強磁性ネマチッ

ク相を摂動論に基づいて解析した[16]。その他の興味

深い秩序相として，運動量空間においてスピン渦が発

生するスピン軌道結合相[17]や，１次元的に周期構造

をもちスピンの揃った層を形成する反強磁性スメクチ

ックC相[18]の出現が予測されている。 

１.４ 本研究の目的 

 本研究では絶対零度においてスピン２成分をもち，

非等方的な双極子‐双極子相互作用と， s波散乱に基

づく短距離接触型相互作用が働く一様系を対象とする。

まず完全強磁性ネマチック相と常磁性相の２つの相に

おける基底エネルギーを比較することで完全強磁性ネ

マチック相の発生条件を予測する。その際２つの相の

エネルギーはHartree-Fock 近似を用いた自己無撞着

計算によって解析される。 

また非完全強磁性相の出現を予測するためにスピン

２成分混合状態を含む平均場理論の定式化を行う。 

 

２ 磁気双極子フェルミ気体の強磁性ネマチック相 

２.１ モデルと定式化 

スピン２成分(↑, ↓) をもつ原子数 N の磁気双極

子フェルミ気体を考える。気体を構成する原子は磁気

モーメントをもち，原子間には磁気双極子‐双極子相

互作用が働く。平均場近似に基づき，２原子間の相互

作用による影響を平均場ポテンシャルで表すとハミル

トニアンは以下のようになる。 

𝐻 = ∑ −
ℏ2

2m
∇i

2

N

i=1

+ ∑[Vc(𝐫) + Vdd(𝐫)]

i>𝑗

 

第１項は各粒子の運動エネルギーの和であり，第２項

は２原子間相互作用の和を示す。２原子間相互作用に

おいて接触型相互作用 Vc(𝐫) と双極子‐双極子相互

作用 Vdd(𝐫) を考える。 

接触型相互作用ポテンシャルを 

Vc(𝐫) = gδ(𝐫)𝛿𝛼𝛼′𝛿𝛽𝛽′ 

と表す。δ(𝐫) は Dirac のデルタ関数であり，２原子

の座標が一致（接触）した時のみ相互作用をすること

を示す。ここで定数 g = 4πℏ2𝑎/𝑚 で[19]，𝑎 は散乱

長，𝑚 は１粒子の質量である。g > 0 で斥力，g < 0 で

引力相互作用を表す。Feshbach 共鳴によって散乱長 

𝑎 を実験的に調節することができるため，接触型相互

作用の強さを調整することができる。  𝛿𝛼𝛼′  は

Kronecker のデルタであり，これは接触型相互作用に

おいてスピン角運動量が保存することを表している。 

双極子‐双極子相互作用ポテンシャルは 

Vdd(𝐫) =
d2

𝐫3
{1 − 3 cos2 θ} 

である。ここで 𝐫 は２原子の相対座標，d は１原子

のもつ磁気モーメントの大きさである。双極子‐双極

子相互作用とは２つの原子のもつ磁気双極子によって
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図２：磁気双極子‐双極子相互作用を表すモデル 

 

働く相互作用で，その性質は互いの相対距離とスピン

の向きに依存する。２原子間に働く力の向きについて

は２つの磁石によるモデルと同様に理解され（図２)，

その位置関係と向き（角度 θで表す）によって引力や

斥力になる。 

２原子間相互作用ポテンシャルの Fourier 変換は，

𝐪 = 𝐤 − 𝐤′ としてそれぞれ以下の通りである。 

Vc(𝐪) = g 

Vdd(𝐪) = −
4πd2

3
{1 − 3 cos2 θq} 

Hartree-Fock 近似に基づいた解析によって，１粒

子エネルギーの表式を次のように得た。 

ε(𝑘) =
ℏ2𝑘2

2𝑚
+ S(ε) 

右辺の第１項は１粒子の運動エネルギーで，第２項は

平均場ポテンシャルによる寄与を示す。第２項 S(ε) 

はそれ自身が１粒子エネルギーに依存しているため，

この方程式の解析解を得ることはできない。この様な

非線形方程式は自己無撞着な数値計算によって解析す

ることができる。計算過程は以下の通りである。まず

適当な値を１粒子エネルギーの初期値 𝜀0として 

S(𝜀0) を定義し，ε(𝑘) を計算して新たな１粒子エネル

ギーを得る。この１粒子エネルギーを用いて S(ε) を

定義し直してまた計算する。この作業を繰り返し行い，

つじつまの合う解が得られたところでその解を真の１

粒子エネルギーとする（図３）。 

 １粒子エネルギーが得られたら，それを用いて全系

のエネルギーを計算することができる。こうして得ら

れた絶対零度における完全強磁性ネマチック相の基底

エネルギーは 

𝐸𝐹𝑁
𝐻𝐹 = ∑ [

ℏ2𝑘2

2𝑚
+

1

2
𝑆(𝑘)]

𝑘𝑁

𝑘

 

である。また常磁性相における基底エネルギーは 

𝐸𝑃𝑀
𝐻𝐹 = 2 ∑ [

ℏ2𝑘2

2𝑚
+ 𝑔

𝑁

4
]

𝑘𝑁/2

𝑘

 

である。基底状態におい

てはこれら２つのエネル

ギーのうち，より低い状

態が安定して存在する。 

２.２ 計算結果と考察 

完全強磁性ネマチック

相における全系のエネル  図３：自己無撞着計算 

ギーと常磁性相における 

全系のエネルギーを比較することにより完全強磁性ネ

マチック相の出現を予測する。図４は双極子‐双極子

相互作用の強さを表す定数 λd = 𝑑2𝑛/𝜀𝐹 と接触型相

互作用の強さを表す定数 λs = g𝑛/𝜀𝐹  に対する磁気

相図である。𝑛 は粒子数密度，𝜀𝐹 は相互作用しない

気体のフェルミエネルギーである。２つの相互作用が

強い領域では強磁性ネマチック相（Ferronematic）が

出現し，相互作用が弱い領域では常磁性相

（Paramagnetic）が出現する。 

図４における実線は Hartree-Fock 近似（HF）に

基づく自己無撞着計算による解析結果で，破線はフェ

ルミ面を回転楕円体として近似する変分法（VM）に

よる結果である。これらは双極子‐双極子相互作用の

弱い領域ではほとんど一致しているが，双極子‐双極

子相互作用の強い領域では違いが現れてくる。これは

双極子‐双極子相互作用の非等方的な性質によってフ

ェルミ面が大きく変形する場合では，その形状は回転

楕円体から外れることを意味する（図５）。 

図４：磁気双極子フェルミ気体の磁気相図 
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図５：強磁性ネマチック相におけるフェルミ面

（λd = 0.495, 実線：HF, 破線：VM） 

 

図４における点線は常磁性相におけるゼロ音波の振

動数を乱雑位相近似（RPA）に基づいて解析した結果

であり[17]，点線以上で常磁性相が不安定となること

を示す。 

また気体の圧縮率を計算することにより気体の引力

崩壊を予測した。（図４，Unstable) 

 

３ スピン２成分混合を含む平均場理論の定式化 

図４における RPA に基づく境界線（点線）より相

互作用の強い領域（右上）では常磁性相が不安定とな

るため磁化していると考えられるが，完全強磁性ネマ

チック相ではない。この領域を明らかにするためには

非完全な強磁性相の解析を正確に行う必要がある。し

たがって双極子‐双極子相互作用のためにスピン２成

分が混合する効果を含む平均場理論の定式化を行う。 

３.１ モデルと定式化 

 スピン２成分系における双極子‐双極子相互作用ポ

テンシャルはスピン２成分におけるパウリのスピン行

列 𝛔 として， 

𝑉𝑑𝑑(𝒓) =
𝑑′2

𝒓3 [𝜎𝛼𝛼′ ∙ 𝜎𝛽𝛽′ − 3(𝜎𝛼𝛼′ ∙ 𝒓̂)(𝜎𝛽𝛽′ ∙ 𝒓̂)] 

と表される。双極子‐双極子相互作用は２原子間の相

対座標 r とそれぞれの持つスピンの方向に依存する。

ここで 𝑑′ は粒子のもつ磁気双極子モーメントに 

ℏ/2 をかけたものであり，ℏ/2 はPauliのスピン行列

に由来する。 

双極子‐双極子相互作用ポテンシャルの Fourier 

変換は相対運動量 𝒒 = 𝐤 − 𝐤′ を用いて 

𝑉𝑑𝑑(𝒒) =
4𝜋𝑑′2

𝒓3 [3(𝜎𝛼𝛼′ ∙ 𝒒̂)(𝜎𝛽𝛽′ ∙ 𝒒̂) − 𝜎𝛼𝛼′ ∙ 𝜎𝛽𝛽′] 

と表される。この相互作用ポテンシャルは２原子間相

互作用の過程におけるスピンの組み合わせ 16 通りそ

れぞれにおいて計算される。 

ここで２つのスピン成分（↑,↓）がある割合（|𝑢𝑘|2

または|𝑣𝑘|2 ）で混合している状態 𝑐𝑘+
†

, 𝑐𝑘−
† をエネル

ギー固有状態と考えてハミルトニアンをカノニカル変

換する。新しく定義されたスピン２成分混合状態は 

𝑐𝑘+
† = 𝑢𝑘

∗ 𝑎𝑘↑
† + 𝑣𝑘𝑎𝑘↓

†
 

𝑐𝑘−
† = −𝑣𝑘

∗𝑎𝑘↑
† + 𝑢𝑘𝑎𝑘↓

†
 

と表される。ただしフェルミ粒子の反交換関係 

{𝑐𝑘+
† , 𝑐𝑘′+} = 𝛿𝑘𝑘′ 

|𝑢𝑘|2 + |𝑣𝑘|2 = 1 

を満たす。ここで 𝑎𝑘↑
†

, 𝑎𝑘↓
†

 はそれぞれスピン↑，↓の

原子の生成演算子である。 

ハミルトニアンのカノニカル変換を行うと 𝑣𝑘 , 𝑢𝑘 

や２つの１粒子エネルギー 𝐸𝑘± の表式が次のように

求まる。 

𝑣𝑘 =
1

2
[1 +

𝑆𝑘

√𝑆𝑘
2 + Δ𝑘

2
]

1/2

 

𝑢𝑘 =
1

2
[1 −

𝑆𝑘

√𝑆𝑘
2 + Δ𝑘

2
]

1/2

 

𝐸𝑘± =
ℏ2𝑘2

2𝑚
± √𝑆𝑘

2 + ∆𝑘
2 

𝐸𝑘± の右辺第２項は平均場ポテンシャルによる寄与

を示す。平均場ポテンシャル ∆𝑘 はスピン混合状態に

おいてのみ生じる項で，その他の項をまとめて S𝑘 と

おいた。 

 

図６：スピン２成分混合系の自己無撞着計算 
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３.２ 自己無撞着な計算過程 

 全節で得た平均場ポテンシャル ∆𝑘 と S𝑘 はそれ

ぞれ１粒子エネルギー𝐸𝑘± に依存しているが，図６に

示す自己無撞着な計算過程を踏むことで解析すること

ができる。この場合は１粒子エネルギー𝐸𝑘± とスピン

２成分の混合を表す 𝑣𝑘 の初期値をまず代入して自

己無撞着計算をする。 

 

４ 結 論 

絶対零度における基底状態のスピン２成分磁気双極

子フェルミ気体を対象とした。磁気双極子フェルミ気

体には２つの相互作用が働く。等方的な短距離反発力

を示す接触型相互作用と，比較的長距離まで働き非等

方的な双極子‐双極子相互作用である。磁気双極子‐

双極子相互作用は２原子の相対座標とスピンの向きに

よって引力にも斥力にもなり得るという特徴をもつ。

これら２つの相互作用を考慮してHartree-Fock 近似

に基づいた自己無撞着計算を行った結果，強磁性ネマ

チック相の出現可能性を先行研究より正確に予測する

ことができた。 

本解析では磁気双極子フェルミ気体の磁気相図を得

ることで，先行研究の手法であるフェルミ面を回転楕

円体として近似する変分法の有効性を検証すると共に，

双極子-双極子相互作用が強い領域においては変分法

による結果が外れることを示した。また双極子‐双極

子相互作用の引力による気体崩壊の予測においても，

Hartree-Fock 近似に基づく結果と変分法による結果

には差異が見られた。 

さらに非完全強磁性相の出現を予測するためにスピ

ン２成分の混合状態を含む平均場理論の定式化を行っ

た。双極子‐双極子相互作用にはスピンを混合させる

働きがあるため，スピン２成分が混合した状態をエネ

ルギー固有状態としてカノニカル変換を行い１粒子エ

ネルギーとスピン混合比の表式を得た。この定式化は

自己無撞着な計算手法を用いることによって解析する

ことができ，強磁性ネマチック相や常磁性相，非完全

強磁性相，スピン軌道結合相など様々な秩序状態を記

述できる汎用性の高い理論である。 
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