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Inventor's paradox の一例

-Hilbert行列の行列式についてー

愛知教育大学数学教育講座 石戸谷　公直

１　Inventor's paradox について

G. Polya著“How to solve it” のp.121 に次のように定義されている：

Inventor's  paradox.  The  more  ambiguous  plan may  have more  chance  of success.

This  may  sound  paradoxical. Yet, when  passing from  one problem  to another, we

may  often observe that the new, more  ambiguous  problem  is easier to handle  than the

original problem.
 ...

関連して, p. 108には

Generalization  is passing from the consideration of one object to the consideration

of a set containing that object; or passing from  the consideration of a restricted set to

that of more  comprehensive  set containing the ristricted one.

The  more  general problem  may  be easier to solve.
 ...
 The  main  achievement

in  solving the special problem  was to invent the general problem.

問題を拡大すると問題が解きやすくなることがある，ということは，数学に接している者にとっ

ては少しも“paradoxical”なことではない。多くの例が考えられるが，敢えて屋上屋を重ねてみ

たい。

2　Hilbert 行 列 に つ い て

Hilbert行列とは次の形の正方行列のことである：

この行列はD.  Hibertによって［1］で取り上げられている。そこには，
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という公式があげられている。これは実は単位分数である：

※　k!!の定義:　(－1)!!＝O!!＝1とする．k≧１については，k!!＝(k一2)!!×kと定める．

[1] ではLegendre 多項式との関連で考察されている。

行列式の値だけなら，掃き出し法を駆使して次数を下げることによって求めることもできる。

(第５節参照)

３　一般化の試み

3．1　一般化Ｉ

これは，前述の「掃き出し法で次数を下げる」という方法で得られるが，それでは残念ながら

“inventor's paradox” には該当しない。

３．２　一般化II

ｉ十ｊ－１二(i － 1/2)十(j － 1/2)であるから，これをxi十yjと一般化すると，

これはx1,x2,…,xnの対称式であるから，対称式の基本定理により，基本対称式たちの多項式と

して表わされることがわかる。が，これだけでは決定的でない。
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３。３　一般化II'

ｉ十j－1＝(i－1)十j = xi十yjと見て一般化してみる：

前節の式より文字数が増え，より複雑になったように見えるが，x1,x2,…，xnに関しても，

y1,y2,･‥，ynに関しても交代式であるから，交代式の基本定理が使える。同じ次数の多項式に

ついては，交代式の方が対称式より自由度が小さいので，より決定的であり得る。

各z = 1,2,…,nについて，第ｉ行を通分する：

各* = 1,2,…，nについて，第ｉ行から共通因子 をくくり出す：

これより，D'はx1,x2,…，xnに関して交代式であることが分かる・

同様に，各列についての通分を考えると，

とも表わされるから，D'はy1,y2,…，ynに関しても交代式であることが分かる・

したがって，交代式の基本定理により，

補題 １．

上で，ＣはX1, x2,・・・,xn,y1,y2,・・・,ynの多項式である。多項式Ｃの次数を見てみよう：

であるから, deg C ＝，すなわち，Ｃ は定数である．

補題 ２．

［証］表記の便宜上, n  = 4で説明する：
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行列式の計算式:

(1)各列から一つずつ選ぶ；

(2) ただし行が重複しないように；

(3) 選んだ成分たちの積に，選んだ行番号たちでできる順列の符号をかけて総和

に基づいてx34x23x12y34y23y12の係数を考えよう。

第１列からの選び方:y1が含まれないようにするには，第１列のどれを選んだにしても展開し

た時のxiだけの項を選ばなければならない。その中でx1を含まないものは第１行だけである。

そこで，第１列からは第１行の成分を選ぶしかない。その中で該当する項はx4x3x2のみである。

すると(2)により，第２列からは第２行以降の成分を選ぶしかない。y2の次数が１であるように

するには，展開した時のxiyiの項を選ばなければならない。その中でx2(上で選んだ項x4x3x2

に既に１個含まれている) を含まないものは第２行だけである。

そこで，第２列からは第２行の成分を選ぶしかない。その中で該当する項はx4x3y2のみである。

同様に進める：

第３列からは第３行の成分を選ぶしかない。その中で該当する項はx4y23のみである。

第４列からは第４行の成分を選ぶしかない。その中で該当する項はy34のみである。

選んだ順列(1,2,3,4)の符号は十，　該当する成分の積はx34x23x12y34y23y12

以上により，D'におけるx34x23x12y34y23y12の係数は１である。■

４　 応 用

４．1　Hilbert 行列 の行列式

上の結果を用いて，あらためてHilbert 行列の行列式を求めてみよう。

xi＝i-1，yj＝ｊとすると，(k= n(n ― l)/2として)

したがって，
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4。2　Hilbert 行列の逆行列

行列

を仮に一般Hilbert 行列と呼ぼう。それの各小行列式はやはり上の公式を適用して求められる。

H-1の(i,j)成分をhi,jとおくと，

[証]Hから第ｉ行と第j列を取り除いて得られる(n- 1)次の正方行列をHi,jとすると，

特にxi＝i－1，yj＝ｊとすると，
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５　掃き出し法でー ほんの少しの÷般化
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