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二項係数を割り切る素数の最高指数と

　　　　　繰り下がりの回数

愛知教育大学数学教育講座　石戸谷　公　直

０。はじめに

　ｐを素数とする。正の整数aに対して，aの素因数分解にあらわれるｐの指数，すなわ

ち，pmがaを割り切るような整数ｍの最大値，は通常vp(a)で表される。これをここ

では，aにおけるｐの最高指数と呼ぶことにする。本稿の目的は，二項係数における最高

指数の求め方についての一つの初等的な解釈を与えることと，二項係数の最高指数の表

を，観察から法則を推測し証明を試みるという教材として活用することの提案である。

１．二項係数における最高指数の求め方のー解釈

　整数ｎ(≧0)をｐ進表示したときに各桁に表れる数の和をsp(n)で表すことにする。

　階乗ｎ!の最高指数については次が成り立つ([1]第１章$4〔問題13〕):

一方，関数vpは加法的：

であるから， （ただし，cはbの倍数）

も成り立つ。したがって，二項係数 については

が得られる。上の等式の右辺の値は次のようにも解釈できる。

補題1.二項係数　における素数ｐの最高指数は，引き算ｎ-ｒをｐ進表記の筆算

で行ったときの繰り下がりの回数に等しい。

[証明]

とする（bm＝0やcm＝Oもあり得る）と，次が成り立つ：
Kiは，

引き算

での，第ｉ桁からの繰り下がりの

有無：
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(繰り下がりの回数)

２。観察と予想

　パスカルの三角形において素数ｐの最高指数に注目すると の表が得られる

(末尾参照)。表の観察からいろいろな規則性が推測される。 ｐ＝２の場合に見てみよう。

　ｒ＝２の欄を見ていくと, r = 1の欄の数値が二重に繰り返し並んでいることに気付く：

一般に次の等式が成り立つと予想される。

予想1. （[x]はxの整数部分を表す）

　ｒ＝３の欄と見ていくと，２つずつ，ｒ＝１の欄の値と一致，不一致を繰り返している。

不一致の部分について，それらの差を見てみると, r = 2の欄のＩ段上の部分と一致して

いる。このことは，不一致の部分に限らず，全体で成り立っている。すなわち，

予想2.

同様の観点で見てみると，次の各等式も成り立つと予想される：

予想2-5.

予想2-6.

予想2-7.

３。予想の証明と一般化

引き算 における繰り下がりの回数を と略記しよう。

3-1.予想１の証明

ｎの２進展開を とし，補題１を適用する：

ここで は の整数部分

２
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の２進表記であるから，再び補題１により，上式の右辺は に等しい。

上の証明を振り返ると，全く同様の考察で，一般に次が成り立つことがわかる：

漸化式1.

3-1.予想２の証明

補題2.

　[証明]左辺の引き算において第ｉ桁からの繰り下がりの有無を，補題１の証明のとき

と同様にKiで表す(ただし，K0=Km+1＝0)。同様に，右辺の２つの引き算での第ｉ

桁からの繰り下がりの有無をそれぞれGi,Hiで表す。すると

ここに

したがって が成り立つから

　K0-Go一H0＝0であるから，順にKi一Gi一Hi＝O(i＝1,2,…，ｍ)とわかる。し

たがって，示すべき等式において，

左辺 右辺

系1.

［証明］ｒのｐ進展開を とすると，

となる。すると，補題1，補題２により，

系２．ｒのｐ進展開を とすると，

３
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特にｐ＝２のときは， と表すと，

3-3. 一般化

漸化式2.

［証明］ｐ進表記でのｐ倍は左に一桁ずらすだけだから，繰り下がりの回数は不変。

漸化式３

　[証明](ア）i≧ｊより，差(pn+i)- (pr+j)の第0桁はi-ｊとなり，第１桁からの

繰り下がりは生じない。したがって，引き算(pn+i)-(pr+j)での繰り下がりの回数

は引き算pn-prでの繰り下がりの回数に等しく，漸化式２により，引き算ｎ-ｒでの

繰り下がりの回数に等しい。

（イ）系１により，

p+i-j = kとおくと0＜k＜ｐ、pn+i-j = p(n-1)+kとなるから、(ア)により

　ｎのｐ進展開をｎ＝ampm+am^-1pm-1...+a0

とする。vp(n) = lとおくと，al＞0,al-1＝..

.＝aO＝0であるから，引き算（pn+i)－jのｐ進表

記は右のようになる（’は－1の意）。したがって，

第１項＝繰り下がりの回数＝l＋1＝vp(n)＋1

3-3.特殊な場合

[証明](1)pm-1のp進表記ではどの桁もp-1であるから，繰り下がりは生じない。

(2)r＝pmのときは両辺とも0であり，成り立つ。

ｒ＜pmのとき：vp(r) = lとおくとｒ＝plq,q = ps+j(1≦j <p)と表されるから，

４
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４。応用例

　高校数学の知識（二項定理とド・モアブルの定理）とvpの値の考察で，次の問題が解

決できる。

問題。座標平面上で，３つの格子点を結んで得られる角のうち，角の大きさが有理数・

（すなわち，有理数×πラジアン）と表されるものをすべて求めよ。言い換えると，

tanθの値が有理数であるθのうち，πの有理数倍として表されるものをすべて求めよ。

　［解］45・の整数倍のみ。

　θがπ/4の整数倍でないと仮定すると，次のようにして矛盾が生ずる：

　a,bの少なくとも一方は１より大きい。θが問題の条件を満たすならθの余角も条件

を満たすから，必要ならa,bを入れ換えることにより，b＞１と仮定してよい。

移項してbで割ると

bを割り切る素数の一つをpとする。a,bは互いに素だから，

一方，

[vpの加法性]

[後続の補題(1)]

[後続の補題(2)]

したがってvp(n)＞vp(n)＋1となり，矛盾．

補題(1)

(２)x≧3なら，任意の素数ｐについてvp(x)≦x-2

[証明] とする。 なら成立。

ｍ-l＞0
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(2) を示せばよい。

５。数表の活用

5-1.数表の観察

　観察から規則性を予想し，証明を試みる，という経験は数学の学習上不可欠であると

考える。権威付けのため(？)オイラーを引用する([3]1章冒頭の引用；一部改]：

　　　観察の重要性を，純粋数学…の方面にまで強調することは，少なからず矛盾

　　したことに思われるだろう。・・・ だが事実は，･･･　今日まで知られている数の諸性

　　質の多くは観察によって発見され，しかもその正しさが厳格な証明によって確認

　　されるはるか以前に発見されていたのである。・・・ －オイラー

　表を観察してみ,よう。例えば，０だけから成る行が所々にあらわれることに気付くだろ

う。それらがどのような規則で出現するか予想してみよう。それを表現することは，約

数。倍数を学習していれば小学生にもできる活動であると思う。

　予想ができたら次はそれの証明ということになるが, Polyaの指摘([2]Chap.I§3)

　　　3． Supporting contacts. You should not put too much trustin any unproved

　　conjecture, even ifit has been propounded by a great authority,even ifit has

　　been propounded by yourself.　Youshould try to prove it or to disproveit;you

　　shouldtest it.

にもあるように，証明を試みる前に，｢予想が正しければこうなるはずだ｣ということ

を“test”すべきである。もしそうなっていたなら，より強い確信を持って証明に臨める

し，もしそうなっていなかったら，徒労に終わるはずの試みに時間を費やさずに済む。

5-2.数表の作成

　“test”するために，より大きな表が必要となるかもしれない。上の表の作成にはBASIC

を用いたが，手作業で，パスカルの三角形を経由せずに直接作成することも容易である。

表の作成法：漸化式 より漸化式

が得られる。これと，初項 より数列全体の値が得られる。

例．

６
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5-3.作業から気付くこと

　表を作りながら気付くこともある。比較するのもおこがましいが，ガウスのエピソー

ド([4]第８節『予が従来行った無数の計算に於いて，単なる機械的の計算能力を有する

ものから有効なる助力を得たろうと思われる場合はない』)に一脈通ずるものがあろう。

　例えば，上の例では｢同じ値が連続する｣という現象が周期３で起こっている。

　一般に，数列vp (ｒ＝0,1,2,…，n)に同じ値が連続する程度が，pとnの関係

で定まる。例えば, n + 1が３の倍数なら３個ずつ同じ値が続く。このことはA,Bの

欄を作る過程を振り返ってみれば原因がわかり，観察に依らない予想をも可能にする。

　このように，二項係数における素数の最高指数に注目することは。

　　　　　　　作業→観察→予想→検証／反証→証明　(反証→観察)

という活動の教材として有効であろうと考える。
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