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数学的問題解決に有用と目される

汎用的な図について

愛知教育大学 山 田 篤 史

1。はじめに

平成20年の学習指導要領の改訂を境に,「表現力の育成」に注目が集まりつつある。算数・数

学の教授・学習全体を考える場合,表現は不可欠の要素であり,当然,様々な表現が考慮の対象

になる。ただし,実践的な数学的問題解決研究に限っていえば,その分野の研究が焦点を当てて

きた表現には,一定の偏りがあったようにも思われる。具体的には,第一に,式に代表される伝

統的な規約的・記号的表現,第二に,自然言語による一般的な言語的記述表現,第三に,線分図

等の図的表現があり,現在でもこれらに焦点が当たる傾向は変わらないように思われる。そして,

数学的問題解決という文脈では,問題文を記述する言語的表現と解法や問題場面が記述される記

号的表現を媒介するものとして,図的表現が位置づけられることが多いのも事実であろう。

このように,数学的問題解決において図的表現は重視される存在だが,例えば,その指導可能

性などを志向して,「一般に図的表現にはどのような種類があるのか」等々を考え出すと,かな

り厄介な問題になるだろう。というのも,「図」という用語が指す外延はそれほど明確ではない

し,その内包も抽象的に語らざるを得ないが故に明確な分類は困難になると思われるからである。

例えば,中原(1995)は図的表現に関して8つの分類を施しているが,それでもなお「この分類

は基本的視点に基づくものであり,この種の分類の常としてやはり境界領域を厳密に定めること

が難しいことやいずれにも入りにくいもの(例えば,挿絵)がある」(pp.232 - 234)としてお

り,その分類の困難性を指摘している。さらに,問題解決過程を記述しようとする立場からして

も,解決者が生成する様々な図的表現を分類することは,それなりに困難な作業になることが予

想される。

結局,そうした図全体を措定するかのような分類作業や分析の枠組み作りから始めるのは,特

に実践に関わる研究では有効な方法論ではないように思われる。むしろ,数学的問題解決に文脈

を限定しつつ,「問題解決に頻繁に利用され適用範囲の広い有用な図的表現は無いものだろう

か」と素朴に考え,そのような図的表現を具体的にピックアップし,それらのバリエーションを

広げつつ,その特徴付けや指導可能性を考えることも重要だと思われる。

本稿は,敢えてそうした素朴な問題意識と方法論を採用し,数学的問題解決の指導を考慮した

立場から,数学的問題解決に有用と目される汎用的な図的表現の幾つかをピックアップすること

を試みるものである。
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2。問題の所在

2. 1 .数学的問題解決における数学的構造への着目:絵と図の違い

前述のように,数学的問題解決の文脈では図的表現は馴染みのある存在であるが,問題解決研

究で頻繁に取り上げられる同種の表現には,絵というものもある。例えば,問題解決ストラテ

ジーの指導に関わるに研究においても,両者は「絵や図をかく」のように同列に扱われることが

しばしばであるし(例えば,大須賀他, 1986) ,日常言語においても両者の区別は曖昧で,同一

のカテゴリーとして括られることもある。

ところが,英語には両者に相当する単語として,例えば, picture (絵,写真) , drawing (線

画,図画,製図) , diagram (図式)のようなものがあり,これらの意味するところを参考にして

絵と図の特徴を抽出すれば,ある程度両者の区別をつけることもできる。まず, pictureやdrawing

は,対象の表面的な特徴を描くようなものを指し,それが写真のような詳細部まで描かれるので

あればpicture,主に線で描かれるようなものであればdrawingということになる。我々は,これら

を一般に絵と呼ぶことが多く,両者の違いは,その表面的特徴の捉え方・描き方にあると思われ

る。そうした表面的特徴の捉え方・描き方に関して言えば, diagramは,対象の表面的な詳細部を

捨象し,その注目しようとする構造的特徴(例えば,要素間の関係)だけを表現したものを指す

ことが多い。例えば,列車の運行ダイヤグラムなどはその典型であり,そこには列車の詳細など

は記述されず,停車駅(列車の位置)と時刻の関係だけを表す一種の距離一時間グラフがあるだ

けである。そして,少なくともこれらは図と呼ばれることになろう[1]。

こうした英語の区別を借りれば,描き出そうとしている対象に関して,その表面的特徴をある

程度詳細に描こうとしているものを「絵」,その構造的特徴だけを抽象的に描こうとしているも

のを「図」と区別できるかもしれない。もちろん,数学的問題解決の研究では,例えば,情景図

のようなものも図に分類されることがあるし(例えば,中原, 1995) ,問題解決におけるそうし

た情景図に類する図的表現の有効性を示す研究(例えば,菊池, 1996)や問題解決過程における

その利用の実態を検討する研究(例えば,廣井, 2003)もある。しかし,これらは上記の区別に

従えば,いずれも絵に近いものになるだろうし,議論の焦点化のためにも,考察の対象を典型的

な図(例えば,線分図のようなもの)に絞ることは賢明な措置であろう。そして,数学的問題解

決に有用な図は,当然ながら何らかの数学的構造に焦点を当て,その構造を抽象的に表現してい

るものであろう。グラフのように慣習的規約の制限が強くはないが,伝統的に特定の数学的構造

と結び付いた図は多いと思われるし,まずはそうした図をピックアップすることから作業を始め

ることは,実践的には有効な方法だと思われる。

2. 2.数学的問題解決における多様な図の介在の可能性

前節では,英語の意味の違いを利用して絵と図の違いについて考察し,考察の対象を数学的構

造に結びつく抽象的な図に限定する作業を行ったが,単純な適用問題の解決を想定するだけでは,

問題解決にそうした図が多様な形で介在することが想像できないかもしれない。しかし,例えば。

「5チームが総当たり戦を行うと全部で何試合が行われるか」という問題を考えてみよう。
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この組合せ問題は,一般的には,組合せの公式を学ぶ高校生用の適用問題として理解される

ものかもしれない。しかし,この種の問題を初めて目にする中学生でも,様々な考え方や表現

を使うことで,この問題を解決できることが知られている(例えば,吉田, 1991 ; 清水・山田,

2003)。例えば,5つの丸をチームに見立てて五角形状に配置し,各々の丸から他の丸に重複を

許して線を引けば,(5×4)/2=10という式が導出されるが,この式は正に組合せの公式5C2

に繋がるものである(図1)。また,2次元の組合せや関係を図示する5×5の勝敗表をかいた

り(図2) , 5つの丸を重複させずに系統的に結ぶと(図3),4+3+2+1 という一般化

可能な式表現に至る。さらに,こうした洗練された方法・表現に至らず,系統性を考慮せずに単

純に5つの丸の繋がりだけを考えて線を結ぶ図(図4)でも,確認のための図をかき直す中で図

3のような系統的な線の結び方に気づくことはある。

この例に見られるように,数学的な問題解決では,式に代表される伝統的な形式的・記号的表

現に直接は繋がらないものの,特定の数学的構造と結びついた図が多様な形で使われる可能性は

多々ある。さらに,例えば,チーム数が30になった場合には,一般化に繋がるような図や考え方

を使わない限り解答が難しくなるため,場合によってはそうした目的に適った図の構成と洗練が

重要であることも理解できよう。

2. 3.数学的構造と結びついた問題解決に有用で汎用的な図

上記の例のように,数学的な問題解決では,時として特定の数学的構造と結びついた図の構成

が鍵となる。もちろん,数学的問題解決研究の文脈では,そうした図を解決者が描かない(描こ

うとしない)こと(Lopez-Real & Veloo, 1993)や構成できないこと(土居下他, 1986)が問題に

なることがある。また,解決者が構成する素朴な図を解決過程の中で変容させることで情報の生

成・総合や問題の意昧づけの変容が進行することの重要性が指摘されることもあり(布川, 1993 :

Nunokawa, 1994),これらはいずれも重要な指摘である。しかし,Diezmann(2000)も指摘するよ

うに,そもそも児童・生徒が図の概念をどれほど持ち合わせているかは重要な問題であろう。

例えば,図がある程度使えるためには,図とはどのようなものを指し,どのような特性(例え

ば, 2.1節で指摘したような特性)を備えたものか等々を直観的に理解しているかは重要と思

われるが,多くの児童・生徒がそうした一般的な理解には及んでいるとは限らないし,ともする

と絵と図の直観的な区別もつかないことは容易に想像がっくだろう。また,図の例も線分図など

のように極端に狭い範囲で,しかも特定の問題群に結びついた形でしか理解していない可能性も
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ある(例えば,面積図を鶴亀算を解決する時の解法の一部としてしか理解していない場合などは,

その典型であろう)。

とすれば,児童・生徒には,ある程度,図の概念を理解させることが重要になろうし,少なく

とも図を提示しようとする際には,教師側にそうした意識が必要になってくる。例えば,そもそ

も図とは何かについてのアイデア,表面的特徴ではなく構造的特徴を優先して抽象的に描くとい

う特徴,特定の数学的構造やアイデアとの繋がりについての意識等は,教師側に理解されており,

指導に際しては,その都度強調されなければならないだろう。そして,さらに進んで,その使わ

れる場面と使い方,その効用(なぜ図を使うのか)などについても,多数の同種の数学的構造を

持つ問題群に結びつけて,意図的な指導がなされるべきだろう[2]。

しかし,それは当然,「そのような図にはどのようなものがあるのか」という問題に突き当た

り,結局,「問題解決に頻繁に利用され適用範囲の広い有用な図的表現は無いものだろうか」と

いう最初の素朴な疑問に行き着くことになる。ただし,そうした図にはどのようなものがあるか

に関しては, Diezmann & English (2001)の先行研究が参考になる。次章では,彼女たちの研究

をもとに,議論を広げることにしてみよう。

3。数学的問題解決に有用で汎用的な図の例

Diezmann & English (2001)は, Novick, Hurley, & Francis (1999)の研究を参考に,算

数・数学で重要な適用範囲の広い図を4つ取り上げ,それらの明示的な指導を取り入れた研究を

行っている。以下では,それら4つの図を紹介し,それらがどのような数学的構造と結びついて

いるか,また解決に際して当該の図を用いると有効な問題例について議論してみることにする。

ネットワーク

ネットワークとは,「駅の地図のような,ノード(点)と各ノートを結びつけるそこから出て

いる線からなる図」(Diezmann & English, 2001, p.79)のことであり,数学的な構造としては

「関連」を表すものであろう。もちろん,この図は,要素間の繋がりや因果の図示など,その用

途は幅広く,先の図1,図3,図4などは,典型的なこの図の例になる。ただし, Diezmann &

English (2001)は,「コマドリは5日毎に,スズメは3日毎に,餌場にやってくる。今日,コ

マドリとスズメの両方が餌場にやってきた。コマドリとスズメの両方が再び同じ日にやってくる

ことになるのは,何日後だろうか?」(p.79)という問題に対する図5のような線画も,ネット

ワークの範躊としている。また,割合の学習の場面などで登場する「関係図」なども,この図の

範躊と考えてよいだろう。
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マトリクス

マトリクスとは,「2つの情報の集合間の関係を表す2次元の図」(Diezmann & English,

2001,p.79)のことであり,一般的な数学的な構造としては「2次元の直積構造トを表すものに

なろう[3]。先の図2はこの典型例であり,2次元の組合せの問題の解決には非常に有用なも

のになる。我々はこの種の図を「表」と呼ぶことが多いが,関数的な文脈で使われるものとは異

なるため注意が必要であろう[4]。またこの図は,複数の条件に適合する要素などを求めるよ

うなマッチング問題を考える際にも有用である。例えば,次のような問題を考えてみれば,図7

のような図で考えることがいかに有効であることが分かるだろう。

A,B,C,Dの4人がテニスをした。総当たり戦で

1回ずつテニスをしたところ,3人が2勝1敗となっ

て。また,BはAに勝ち,CはBに勝ち,DはCに勝つた

という。次の(1ト(3)で正しいものはどれか。

(1)AはCに勝った。

(2)AはDに勝った。

(3)BはDに勝った。

階層(ヒエラルキー)

階層とは,「一揃いの点と,それらの間で分岐・収東するパスで構成され

る」(Diezmann & English, 2001, p.80)階層的な図のことを指し,数学的

な構造としては「多次元の順序・直積関係」や「階層構造」を表すものにな

ろう。樹形図はこの典型であり,例えば,「1~3までの数字の書いてある

カード2枚を使って2桁の整数を作るとき,2桁の整数は全部で何通りでき

るか」という問題などでは,この種の図が有効に機能することになるし(図

8),場合分けを考える場合も有用であろう。

部分一全体

部分一全体とは,「部分と全体との間の関係を表す」(Diezmann &

English,2001,p.81)図のことであるが,彼女たちによれば,それらは上の

3つとは対照的に,「容易4こ認識可能な外形」(p. 81)を持つものではないと

いう。例えば,彼女たちは,「Janeは,公園で犬を連れて散歩している人々を

見た。彼女が全ての足を数えてみると,全部で48本あった。公園には何人の人

と何匹の犬がいたのか?他の解答はあるか?」という問題に対して,各人が1

匹ずつの犬を連れている場面として図9のような生徒の図を紹介している。こ

の図は,個々の足(点)を部分と見て足(点)全体を全体と見るとか,線分で

括られた2本足(2点)や4本足(4点)を部分として見て48本の足(点)を
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全体と見るとか,様々な部分一全体関係を読み取ることができる。

しかし,典型的な図という意味でも,またどのような数学的構造と繋がっているかを考慮する意味

でも,多少違和感があるところだろう。むしろ,部分一全体関係は,典型的には「加減構造」と結

びついており,その意味では図10(a)のような図や図10(b)のような両端が閉じた線分図,さら

にはベン図・オイラー図のような図(図10(c))の方が,我々には馴染みがあるものと思われる。

そして,我が国の加減文章題解決では,この種の図をかくよう指導されるのが典型であろう。

図10

以上が, Diezmann & English (2001)が紹介する図のカテゴリーであるが,これらは元々「数

学的」問題解決に限らない思考・問題解決一般で有用な図としてNovickら(1999)が取り上げて

きたものである。しかし,これまで議論してきたように,数学的問題解決で有用と目される図の

ピックアップには,それがどのような数学的構造と結びついているかが重要なポイントであった。

その点では,例えば,上記の「加減構造」と並んで重視されなければならない「乗除構造」と結

びつくような図を挙げておかなければならないだろう。

比例数直線

我が国で単純なかけ算場面や2量の比例的関係を表すために使われる最も典型的な図形は,2

本の(それぞれが特定の量空間を表す)数直線からなる比例数直線[5]であろう(図11(a))。

また,そこに登場する4項(あるいはそれ以上)間の比例関係を際立たせようとする場合には,

Vergnaud (1983, 1996)が使う図11(b)のような図式が使われることもある。

図11

図11に即して典型的な問題を考えるなら,例えば,「1個α円のアメをゐ個買った時の代金は

いくらか」といった問題になろう。しかし,乗法の意味は複雑であり,様々な乗除の意味を包含

しようとするとこの種の図だけでは無理になる。例えば「Tシャツ3枚とズボン2着があるとき

の服の組合せは何通り」のような問題に対しては,むしろマトリクスやアレイ図が使われるのが

常であろうにの種の乗法構造一般にっいての議論は, Vergnaud (1983)で詳述される)。
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4。議論

前節では, Diezmann & English (2001)の研究を中心に,数学的問題解決に有用と目される汎

用的な図を幾つかピックアップした。ここでは,数学的問題解決の指導を考える立場から,これ

らの図に関わって幾つかの議論を試みる。

第一に,一見同一カテゴリーに含まれないような図を同一カテゴリーに分類していることの違

和感について弁明をしておきたい。例えば,本稿では,図6の関係図をネットワークに含めてい

る。関係図は,我が国の教科書では,割合に関する場面で使われることが多いため,むしろ乗法

構造を示すような図にカテゴライズされるべきだと思われるかもしれない。しかし,関係図は本

来,ある種の操作を施すその前後の要素の繋がりを示しているだけであり,それを偶々我が国で

は乗法的な場面で使うことが多いため(加法構造を示す図が専ら線分図に限定されているため),

乗除構造と繋がったような図として認識されることも多いのだろう。例えば, Vergnaud (1996)

は,時間軸に沿った順序の表現として図12(a)のような図(初期状況,第一の変換,中間状況,

第二の変換,最終状況)を挙げ,実際,加法的な変化の場面における情報の組織化にこの図を

使った例として図12(b)のような図を挙げている。

図12

時間的な変化には乗法的なものもあれば加法的なものもあり,加減・乗除のような数学的な構

造を重視する場合には,それぞれ部分一全体や比例数直線を使えばよいのだろうが,より一般的

に,ある操作を特定の対象に施したときの時間的な変化を示すような場合には,ネットワークの

方が優れているように思われる。もちろん,そうした捉え方が加減・乗除に優先する数学的構造

かといえば議論の余地はあるが,例えば,演算を関数的なものと見れば,こうした見方もそれほ

ど特殊ではないだろう。そして,そうした理論的な観点よりむしろ,数学的問題解決の指導を考

える立場からすれば,児童・生徒がどちらの図を好むかを適宜選択させるということを考えた方

がよいだろう。例えば,「ジュースが何dLかあって, 2dLを飲んだときの残りが3dLだったと

すると,始めに何dLあったのか?」のような量の加法的な時間的変化を考える問題場面において,

時間的な側面を捨象できるのであれば部分一全体を表す見慣れた線分図や図10(a)の図を使えば

よいが,可逆的な思考や問題場面における時間的側面を捨象した考えができない児童にとっては,

ネットワークに類する図(例えば図12(b)に類する図)が好まれるかもしれない。

こうした図の選択を指導の場面で議論することは,当然「図についての議論」に及ぶことにな

り,図は次第に教師が説明するためのものというより,児童・生徒が考えるためのものとなって

いくことが期待できる。先に,児童・生徒が図の概念をどれほど持ち合わせているかは疑わしい
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と述べたが,図が与えられてしまっており,それを使うよう強要されれば,「図とはどのような

ものか」といった疑問が出てくるかは疑わしいところであろう(もちろん,図のかき方などの指

導が無いことよりは,はるかによい状況であることは言うまでもない)。

第二に注意すべきは,例えば教科書等で標準的に使用されているような図がどのような数学的構

造と結びつきうるかを,少なくとも教師側は強力に意識して使用しなければならないということで

ある。例えば,図11の2つの図は,両者とも2量間の比例関係に基づく4項(1を暗黙的なものと

すれば3項)の乗除関係を示す図であった。これらは一見別物のように見えるかもしれないが,最

終的な形状が異なるだけであり,本質的には同じことを表すことが意図されている。同一の数学的

構造を表す図の候補が複数ある場合,それらのうちのどれを使うかは,実際には本質的な問題では

ないかもしれないし,コミュニケーションに支障を来さない範囲で,ある程度選択の余地はあって

もよいだろう(特に,児童・生徒側にはそうだろ引。しかし,逆に考えて,形状の異なる2つの

図が同じような数学的構造を表していることについて,例えば教師側が判断できなければ当然なが

ら指導に困難が生ずる。例えば,分数のわり算の計算を考える教科書紙面では,図13(a)のよう

な図が示されることがしばしばであるが,この図は図13(b)の上側の直線の示す量を面積図にし

たに過ぎず,これらを別物として扱えば児童には混乱が生ずるかもしれない。

図13

こうした同一の数学的構造に繋がる図を同じものとして見る見方は,多数の図をそれが表して

いる数学的構造の立場からまとめるという作業を経ることで獲得してもよいのかもしれないが,

本稿では,まず典型的な図をピックアップすることから始め,それがどのような数学的構造や問

題群に繋がるかを考えて,その後,他の類似の図を考えるという方法論を採用した。これは,包

括的な議論に至らないが,ある意味では堅実な方法ではあるだろう。

5。おわりに

本稿は,数学的問題解決には図をかくのが有効とされているが,そもそも児童・生徒は図につ

いて必ずしも体系的に指導されているわけではないし,特定の図と数学的構造との結びつきが意

識されているかも疑問である,という問題意識を背景にしたものであった。研究課題の設定は,

「それでは数学的問題解決に頻繁に利用され適用範囲の広い有用な図的表現は無いものだろう

か」という素朴なものでものであったが,具体的な図についての議論を積み上げることが可能で

あるため,実践的には有効な方法論であるように思われる。



数学的問題解決に有用と目される汎用的な図について

具体的な作業にあたっては,差しあたりDiezmann & English (2001)の研究を中心に,数学的

問題解決に有用と目される汎用的な図を5つピックアップし,それぞれについて問題解決指導の

文脈を考慮して議論してきたが,当然ながら他の候補もあると思われ,それらを堅実に積み上げ

ていくことがまずもっての今後の課題である。また,図の指導については具体的な議論はできな

かった。Diezmann & EngUsh (2001)は,「図の利用法(diagram use)について知っており,そ

の知識を適切に使えることを,ダイヤグラム・リテラシー(diagram literacy)という用語で呼

び」(p.77) .本稿で取り上げたような一般的・汎用的な図に関する指導を一種のリテラシーの

指導として位置づけているが,そうした議論も含めて,数学的問題解決の観点から見た図の指導

の枠組みに関する議論は,今後の大きな課題である。

注

[1]ただし,日本語のニュアンスでは,図がそうしたものだけを指すとは言い難いのが現実であ

ろう。

[2]実際には,図に関するある程度の指導をした後でもなお,図をかくことについては様々な困

難性がつきまとうことが報告されている(Diezmann, 2000)。だとすれば,明示的な指導がな

い場合,多くの児童・生徒にとって図をかくことが困難だというのは当然のこととなり,「絵

や図をかけ」という問題解決ストラテジーが,肝心の図に関する指導が無いままでは有効に機

能しないのも頷けるところであろう。

[3]「2次元の直積構造」という特徴付けであれば,2次元の座標系も含まれてしまうことにな

ろう。日常的な指導では,この種の直積構造を表す表とグラフは区別されがちであるし,実際

の使われ方もかなり異なるのだが(例えば,ここでの問題例では,特定の順序対に対する,勝

ち,負け,試合無しの値の付与のされ方を示しているが,関数・関係を表すグラフであれば直

積集合の特定の部分集合を図示するものになる),ここでは数学的問題解決の文脈をより広範

囲に考えるために,敢えてより抽象的な立場からの特徴付けを行った。

[4]つまり,表している数学的構造が異なるため,敢えて「マトリクス」という表現を使うのも

選択の一部と考えてよいと思われるのである。

[5]この種の数直線に特定の呼び方があるか否かについては不明である。単純に「数直線」と呼

ばれることもあるし,「線分図」と呼ばれることもある。ここでは,2量間の比例関係を基盤

にした乗法構造の一部との繋がりを意識して,暫定的に「比例数直線」と呼んでいる。
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