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解説

ファジイ部分集合論の基礎(2)

佐々木守寿＊

１．関係とファジイ関係

　日常生活においてよく耳にする言葉が，数学用語と

して特別な意味で使われることがあります．｢関係｣

も，そのひとつです．しかし，これから導入するファ

ジイ関係は，普段の会話に登場する｢友人関係｣のよう

に，関係の強さを伴う概念を数学的に表現できる道具

のひとつです．

●直積と関係

　平面の座標において. (3,5)と(5,3)は異なる点を表す。

このように，集合Ｘの要素ａと集合ｙの要素bの順序を考

慮し，(ａ,b)と(b,ａ)を異なるものとするとき，(ａ,b)や(b,a)

を順序対とよぶ。さらに。1個の集合x1xX2 ,…,xnから，ひ

とつずつ要素を選び，順序を考慮して並べたもの

　(x:,x2,・・・,xn｡)　←ｘiはxiの要素である

をn組(ｎ-tuple)とよぶ。すべての,n組からなる集合

　{(x1, X2, ･･･, Xn)｜任意のiに対してxi∈Xi}

をx1,x2,.…,Ｘnの直積とよび，

　χ1×χ2×‥･×χ。

と書く.

　n個の集合X1,x2，…,Ｘnが，すべて同じ集合Ｘである場

合, x×x×…×ＸをX"と書くことがある｡

〈直積の例〉

　Ｘ＝{卓球，野球}

　Y＝|ラケット，バット}

　Ｚ＝|屋内，屋外}

とする。このとき，Ｘ×ｙ×Ｚは，次のようになる．

　X×Y×Z

　　＝{(卓球，ラケット，屋内)，(卓球，ラケット，屋外)

　　　　(卓球，バット，屋内)，(卓球，バット，屋外)

　　　　(野球，ラケット，屋内)，(野球，ラケット，屋外)

　　　　(野球，バット，屋内)，(野球，バット，屋外)|

　直積の部分集合

　　　R⊆χ1×χ2×‥･×χn

を，ＸＩ×Ｘ２×…×Ｘn上のn項関係とよぶ｡

〈関係の例〉

　次のRは, X×Y×Z上の３項関係である，

　R＝|(卓球，ラケット，屋内)，(野球，バット，屋外)}

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　Ｘ，ｙを集合とし，RをＸ×ｙ上の関係とします.

(ａ，q)∈Rであることを，ａRｑと書くことがありま

す．この解説では，状況に応じて使い分けることにし

ます．

　　　　　　　　図１　関係の表現

　数学的には，関係は直積の部分集合です．ファジイ

集合は，部分集合の特性関数の終域を[0，１]に拡張し

て得られる概念です．そこで，次の定義を採用しま

しょう．

[定義１]

X1, X2,･‥，Xn：考察対象の世界

R ：X1×X2×…×Ｘ。上の概念〔の名前，ラペル〕

とする。

　μR：ｘｊ×ｘ２×…×Xn→[0，１]

なる写像が定められ，任意の(xi,X2,…,Xn)∈ｘ1×ｘ２

×…×ｘに対して，μｒ(xi, X2,…，xn)が

　　１に近い→(xi, X2,…，xn)にRという関係がある

　　　　　　　度合いが大きい

　　Ｏに近い→(x1,x2，…，xn)にRという関係がある

　　　　　　　度合いが小さい

と解釈することにする．

　このとき，

◆Rを, X1×X2×…×Xn上のn項ファジイ関係とよぶ

◆μRをファジイ関係Rのメンバシップ関数とよぶ
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ファジイ部分集合論の基礎（2） ５９

◆Rを，μRによって特徴づけられる,z項ファジイ関係

　とよぶこともある　　　　　　　　　　　　　　■

　以下では，２項ファジイ関係を扱い，単にファジイ

関係とよぶことにします．

　Ｘとｙを考察対象の世界とし，RをＸｘｙ上のファ

ジイ関係とします. XX Yには本来向きはありません

が，図２のように，Ｘからｙへの向きを考えると，わ

かりやすいことがあります．

　　　　　　図２　ファジイ関係の表現

　図２の右側の表現方法は，直観的に理解しやすいの

ですが，関連を表す線分の数が増えると，見づらくな

ることがあります．Ｘとｙが有限集合であれば，図３

のような，行列的な表現が有効です．

　　　　図３　ファジイ関係の行列的な表現

２．関係とファジイ関係の合成

　｢家光君が秀忠君の子供である｣ことと，｢秀忠君と

信康君が兄弟である｣ことを知ったとき，私たちは，

｢家光君は信康君の甥である｣という関係を見出しま

す．これは，図４において，関係RとＳを合成して，

ＸＸＺ上の関係R　Ｓを求めていることになります．

図４　徳川家の人間関係の例

　関係の合成を，図５のもう少し単純な例で見てみま

しょう．Ｘの要素αと，Ｚの要素uを固定してなが

めてみましょう．関係の合成においては，

　　ａRｙ　かつ　ｙＳｕ　　　　　　　　　　　　　　　（1）

が成立するｙの要素yが存在すれば，

　　ａR Ｓu　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）

であると約束します．

　　　　　　図５　関係の合成(その１)

　このことを，関係の特性関数を用いて表現すると，

次のようになります．

　χR(ａ,　Ｖ)＝1かつxs(y.u)=1となるｙが存在する

　⇒XRs(a,u)＝j　　　　　　　　　　　　(3)

　ファジイ関係の合成を導入するために，図６のよう

に，特性関数の値がθであることも明示して考えま

しょう．関係の合成を，次の２段階の操作を行うこと

であると解釈します．

　１．ｙの要素ｙに対して,aからｙへの道とｙか

　　　らz,への道をつなくへつないだ道に，次のよ

　　　うにして値をつける．

　　　　ｊ　χR(ａ,ｙ)＝1かつχs(y,u)=1のとき

　　　　θ　それ以外

　２．つないだ道につけた値の集合から，

　　　　XRs(a, u)

　　　の値を決める．

●２項演算とは

　　Ｘ：集合

とする．写像

　　◎：ＸＸＸ→Ｘ

をＸ上の２項演算よぶ．

　任意の(ａ、ｂ)∈ＸＸＸに対して、◎(ａ、ｂ)をα◎bと書くこ

とが多い．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

{1,1}上の２項演算◎で，

　0◎0＝0，０◎1＝0，１◎θ= 0, 1◎1 = 1　（4）
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を満たすものを使えば，つないだ道につける値は，

　ＸR(a,ｙ)◎χs(y,u)

と表すことができます．

　　　　　　図６　関係の合成(その２)

　最後に、４本の道についた値、0、0、0、1から、

χRS(ａ,u)の値を1としています．0が複数個あります

が、値の集合としては{0,1}となります．集合{0,1}が

から、1を決める操作が必要になります．

　さて、上述の関係の合成における{0,1}を[0、1]に

置き換えて、ファジイ関係の合成を定義しましょう．

{0,1}上の２項演算◎を[0,1]上に拡張したものとし

て、triangular norm(以下では、T-ノルムと書く)

が知られています．

●T－ノルムとは

　　２項演算

　　　○:[0,1]×[0,1]→[0,1]

　で，次を満たすものをＴ－ノルムとよぶ.

　　(Tl) 0◎ｒ＝0

　　(T2) 1◎ｒ＝ｒ

　　(Ｔ３)r◎s＝ｓ◎ｒ

　　(T4) r≦tかつｓ≦u　⇒　ｒ◎s≦t◎u

　　(75) (r◎s) ◎t= r◎)(s◎t)

ただし, r, s, t.u∈[0,1]は，任意とする．　　　　　

　図７を見ながら，合成の手順を考えていくことにし

ましょう．ファジイ関係の場合，

　　aからyiへの道

　　yiからuへの道

　　aからyiへの道とyiから,uへの道をつないだ道

につく値は，0以上1以下の実数になります．合成

を，次の２段階の操作を行うことであると解釈しま

しょう．

１．ｙの要素yiに対して，aからyiへの道とyiから

　　u,への道をつなぐ.つないだ道に，次の値をつ

　　ける.

　　　　　　　　　　　　　　ただし，◎はT-ノルムとする．

２．つないだ道につけた値の集合から，

　　　μＲ　Ｓ(a･u)

　　の値を決める．

　　　　　図７　ファジイ関係の合成

上記２の操作においては、無限本の道についた値

　　

　

　　　　　　　　

　

から，ひとつの値を決める必要があります.

　は自然数｜

は，[0,1]の部分集合であり，一般に，要素数は無限

個あるからです．

　そこで，[0，1]の部分集合から，ひとつの[0,1]の

2２４
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要素を定める操作を★で表すことにしましょう．通常

の関係の合成を含むためには，

　★{0,1} = 1　　　　　　　　　　　　　（5）

になる必要があります．★として，「上限を求めるこ

と」を採用しましょう．

　以上より，ファジィ関係の合成を次のように定義し

ます．

なるメンバシップ関数によって特徴づけられる、XX

Ｚ上のファジィ関係ＲＳを、ＲとＳのsub-◎合成と

　応用する問題の性質や，合成の解釈によって

　　　★:[0,1]の部分集合から，ひとつの[0,1]の

　　　　　要素を定める操作

　　　◎:T－ノルム

を適切に選び，★-◎合成を定義することができま

す.

　r, s∈[0,1]に対するｒ◎sの候補として，以下の，

積ファジィ集合の定義に用いた演算があります．これ

らは，いずれもT－ノルムです．

〔限界積〕

〔代数積〕

〔激烈積〕

上の４種類の演算結果の大小関係は，

2009/4
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　｢より派手である｣のようなファジィ関係を考えてみ

ましょう.

　　aよりbが派手　かつ　bよりｃが派手

であるとき，aよりｃがかなり派手である，という

ように，派手である度合いは強まります．しかし，

｢似ている｣については，どうでしょうか.

　　aとbが似ている　かつ　bとｃが似ている

場合でも，aとｃがそれほど似ていないこともあり

ますね．

　ファジィ関係の合成の式([定義２])

となることに注意して，Ｔ－ノルムを選ぶとよいで

しょう．

３．種々のファジィ関係

　ここではX×X上の特殊なファジィ関係を見てい

くことにします．

●いろいろな関係の定義

　　Ｘ：集合

　　ｊ?：Ｘ×Ｘ上の関係

とする．以下，a，b，ｃ∈Ｘは，任意とする.

◆　ａＲｂかつｂＲｃ⇒ａＲｃ

が成立するとき，Ｒを推移的〔transitive〕であるという.

◆　ａＲb⇒ｂＲａ

が成立するとき，Ｒを対称的〔symmetric〕であるという.

◆　aRa

が成立するとき，Ｒを反射的〔reflexive〕であるという.

◆　aRbかつbRa⇒a＝b

が成立するとき,Rを反対称的〔antisymmetric〕であるとい

う．

◆推移的，対称的，反射的である関係を，同値関係とよぶ.

◆推移的，反対称的，反射的である関係を，半順序関係とよ

ぶ．さらに，どのようなa，b∈Xに対しても

　　ａＲb　または　bＲａ

が成立するとき，Rを，全順序関係とよぶ．　　　　

　通常のＸ×Ｘ上の関係R)を特別なファジィ関係で

あると解釈すると、そのメンバシップ関数μRは、任

2２５



6

2

知能と情報（日本知能情報ファジィ学会誌）

となります．

　メンバシップ関数を用いて、Ｒが推移的であること

と表現できます. (13)式の条件は，とてもゆるく，▲

の候補がたくさんあります．

　そのような状況を確認したうえで，よく用いられる

次の定義を採用します．

[定義３]

　Ｘ：考察対象の世界

　R：Ｘ×Ｘ上のファジィ関係

とする．任意のa, b, c∈Xに対して

　μR(a,c)≧μK(a,b)∧μR(b,ｃ)　　(15)

が成立するとき，Rを推移的〔transitive〕であるとい

う．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

　RをＸ×Ｘ上の推移的なファジィ関係とします.

a,c∈Ｘを任意に選んで，その後固定して考えましょ

う(選ぶときは任意だが，そのあとは動かさない，と

いう意味です)．このとき，どのようなb∈Xに対し

てもにのbは，X上をくまなく動き回るということ

になります)，

が成立します．ここで，上限(supremum)の定義を思

い出せば，

となることがわかります．さらに右辺は，ファジィ

関係のsup-∧合成の式ですから，

2２６

と表せます．

　このことを用いて，推移的ファジィ関係を次のよう

に定義することもあります．

を満たすとき、Ｒを推移的〔transitive〕であるとい

　sup-∧合成を使った定義なので，ｓｕｂ一∧推移的とよ

ばれることもあります．

　この[定義４]は，有限個の要素からなるＸ上のファ

ジィ関係Rが推移的であるかどうかを判定する場合

に，大変便利です．

　そこで，まず，行列的に表現されたファジィ関係の

合成方法を，図８を見ながら確認しましょう．図８に

おけるμRs(x3，ｚ2)は，Ｒのx3の行と，Ｓのｚ２の列から，

を計算し，それらの最大値として求めることができま

す．通常の行列の積の計算において，積をＡで，和を

ｇａ(有限個の要素の上限は，最大値であるから)で置

き換えた形になっています．

図８　行列的に表現されたファジィ関係の合成

Vol.21 No.2
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ファジィ部分集合論の基礎（2）

　　X=｛a,b,c｝：考察対象の世界

とします．次のＸ×Ｘ上のファジィ関係が推移的か

どうかを判定してみましょう．

それぞれのファジィ関係に対して

となります．よって，ＲＲＲ なのでj?は推移的で

はなく，Ｓ⊇ＳＳなのでＳは推移的です．

　次の定義は，自然な拡張と思えますので，通常の関

係の特性関数を用いた考察なしに挙げておきます．

[定義５]

　Ｘ：考察対象の世界

　Ｒ：Ｘ×Ｘ上のファジィ関係

とする. a,b∈Xは，任意とする.

　μＲ(a,b)゜μR(b,a)　　　　　　　　　　(23)

が成立するとき，7?を対称的〔ｓｙｍｍｅtｒic〕であるとい

う.

　μＲ(ａ，ａ)=1　　　　　　　　　　　　　　　　(24)

が成立するとき，Ｒを反射的〔ｒefleｘiｖｅ〕であるとい

う．

　

が成立するとき、Ｒを対称的〔ｓｙｍｍｅtｒic〕であるとい

う．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

　次の２つの定義は，通常の同値関係と半順序関係に

対応するものです．

[定義６]

　ファジィ関係Rが，推移的，対称的，反射的である

とき，Rを，類似関係(ｓimilaｒitｙ　ｒｅｌａtｉｏｎ)とよぶ.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

2009/4
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[定義７]

　ファジィ関係R)が，推移的，反対称的，反射的であ

るとき，R)を，ファジィ半順序関係{fｕｚｚｙ　ｐａｒtial ｏｒｄｅｒ

ｒｅｌａtｉｏｎ}とよぶ．　　　　　　　　　　　　　　　　■

　さて，ここで特別なファジィ関係と通常の関係の関

連を見ていくために，次の定義を導入しておきましょ

う．

[定義８]

　Ｘ：考察対象の世界

A:Ｘ上のファジィ集合

とする．任意のα∈[0,1]に対して，

　{x｜μA(x)>α }

を，Aのα－カット(強α－カット，ｓtｒｏｎｇ　α-cut)

び，Aαとかく．

[命題１]

　Ｘ,Y：考察対象の世界

　Ｒ：ＸｘY上のファジィ関係

　A:Ｘ上のファジィ集合

　f：Ｘ→Y：写像

とする．このとき，任意のα∈[0,1]に対して，

22
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　上記[命題１]において，使われている記号が表して

いるものは，図９にあるように，

　A：Ｘ上のファジィ集合

　f(A):Y上のファジィ集合

　Aα :Ｘの部分集合

　f(A)α:Yの部分集合

です．集合Ｘ,Yを平面上の円盤，ファジィ集合を円

盤上の山(高さがメンバシップ関数の値)にたとえる

と，α－カットは，山を高さαで水平に切った切り口

を，下の円盤上に投影した影です．[命題１]は，Ａ山

の切り口の影をfで移すと. f(A)山の切り口の影と

一致することを主張するものです.

　α－カットは，ファジィ集合の世界と通常の集合の

世界を結ぶ架け橋と言ってよいでしょう.

　Aのα－カットを，任意のα∈[0,1]に対して，

　{xlμA(x)≧α}　　　　　　　　　　(31)

とする定義(弱α－カット，ｗｅａｋα-cut)もあります．

しかし，弱α－カットにおいては，上記の性質が成立

しない場合があることに注意しましょう．

　ファジィ関係も，ファジィ集合のひとつですから，

同じようにα－カットを考えることができます．

[命題２]

　Ｘ：考察対象の世界

　R：ＸＸＸ上の類似関係

とする．このとき，任意のα∈[0,1]に対して，Rαは

同値関係になる．ただし，

　(Ｏ，１)＝｛ｒ|rは実数　かつ　0≦ｒ＜1｝

である.

〔証明〕

　(z∈(Ｏ，１)を任意として，Rαを考える．rαが，推移

的，対称的，反射的であることを示せばよい.

(ａ，ｂ)，(ｂ，Ｃ)∈Rαとすると，

2２８

　半順序関係についても，同様の命題が成り立ちま

す．

[命題３]

　Ｘ：考察対象の世界

　R：Ｘ×Ｘ上のファジィ半順序関係

とする．このとき，任意のα∈[０，１]に対して， Ｒαは

半順序関係になる

〔証明〕

　α∈(Ｏ，１)を任意として，Rαを考える. Ｒαが，推移

的，反対称的，反射的であることを示せばよい．

　推移的，反射的であることは，[命題２]の証明と同

じなので省略する

{a,b) , {b,a)∈Rαとすると，

　μR(a,b) > α　かつ　μR(b･a) > α　　(37)

である．Ｒが反対称的であることと(37)より，

　a＝b　　　　　　　　　　　　　　　　　(38)

となる．よって，Rαは反対称的である．

　従って，Rαは，半順序関係である.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔証明終〕■
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ファジィ部分集合論の基礎（2）

４．ファジィ関係によるファジィ集合の像

　ｙ：Ｘ→ｙを写像とします．ここで，次のような集

合を考えてみましょう．

　　｛(x,f(x))|x∈X｝

これは, X×Yの部分集合ですから, X×Y上の関係

です．このようにして，写像を特別な関係であると見

てみましょう．

図10　写像を関係としてとらえる

さらに，関係は，特別なファジイ関係と解釈できま

す．そこで，fを，次のメンバシップ関数によって特

徴づけられる, X×Y上のファジイ関係ととらえま

しょう．

これを用いると、Ｘ上のファジィ集合Aのfによる像

f(A)のメンバシップ関数は、次のように表すことが

できます．

［定義８］

　Ｘ，Y：考察対象の世界

R：ＸｘY上のファジィ関係

　A：Ｘ上のファジィ集合

とする．

6

5

なるメンバシップ関数で特徴づけられるY上のファ

ジィ集合召を、ＲによるAの像とよぶ．このBを、

　上の定義で，ARという記法を採用しているのは，

(41)式の形が，ファジィの合成を表す

　この考え方を，一般のファジィ関係の場合まで広げ

て，つまり, (40)の最後の式のμfをμRに置き換え

て，次の定義を得ます．
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