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「このゲームには必勝法がある．」
-グランディー数による組合せゲームの分析-

　　　　　　　　　　　　　　　　

1 数学的定式化
定義 1.1 ゲームGにおいて起こりうる局面全体の集合を V とし，u ∈ V から v ∈ V

へと移る手が存在するとき−→uv又は (u, v)と表すことにする．このとき局面全体の集

合 V を点，局面の遷移全体の集合 E = {−→uv | u, v ∈ V }を有向辺集合とする有向グ
ラフ G(V,E)をゲーム Gの樹と呼ぶ

定義 1.2 他の局面へと遷移する手段を持たない局面を終局面と呼ぶ．局面 v ∈ V に

対し，局面 vから一手で移行できる局面の集合を Fv = {u ∈ V | −→vu ∈ E}とおくと
き，終局面の集合は V 0 = {v ∈ V | Fv = ∅} ⊂ V と表される

定義 1.3 正規形のゲーム G(V,E)について，局面の部分集合W,L ⊂ V が

(i) V 0 ⊂ W かつ V 0 ∩ L = ∅.

(ii) l ∈ Lと Nl ∩W ̸= ∅は同値である.

(iii) w ∈ W とNw ⊂ Lは同値である.

の条件を満たすとき，W を勝利局面の集合，Lを敗北局面の集合とよぶ．

2 グランディー数

定義 2.1 有限なゲームG(V,E)の局面 v ∈ V に対し，GG(v) =

0, v ∈ V 0 のとき

min(N0 \ GG(Fv)), v /∈ V 0 のとき
とし，この GG(v)

を局面 vのグランディー数と呼ぶ．なお，混同が生じない場合は GG を G と略記する．

命題 2.2 有限なゲーム G(V,E)の局面 v ∈ V に対し，v ∈ W と GG(v) = 0であることは同値である．

定義 2.3 2進表記された非負の整数 a =
∑

ai2
i, b =

∑
bi2

i に対し，2進和 a⊕ bを

a⊕ b =
∑

ci2
i, ci = ai + bi − 2aibi

と定義する．

命題 2.4 (Sprague-Grundyの基本定理) I ⊂ Nを有限集合，Gi(Vi, Ei), i ∈ I を互いに独立で有限なゲームとすると

き，直和 G =
⊕

i∈I Gi とその元 v =
⊕

i∈I vi, vi ∈ Vi について

GG

(⊕
i∈I

vi

)
=
⊕
i∈I

GGi(vi)

が成り立つ．

3 同型なゲーム

定義 3.1 ゲーム G(V,E)について v1, v2, . . . , vn ∈ V とする．局面 v1 から局面 vn へと遷移する経路が存在する，すな

わち −−→v1v2,
−−→v2v3, . . . ,

−−−−→vn−1vn ∈ E となっているとき，v1
G→ vn と表す．

定義 3.2 ある有限なゲーム G(V,E)の局面 v ∈ V に対し，部分ゲーム G(v)(V (v), E(v))を

V (v) = {u ∈ V | v G→ u} ∪ {v}, E(v) = {e ∈ E | ∃u, u′ ∈ V (v), e =
−→
uu′}

と定める．
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定義 3.3 有限な二つのゲームG1(V1, E1)からG2(V2, E2)への有向グラフ写像 ϕ : G1 → G2を考える．すなわち ϕ(V1) ⊂
V2かつ任意の辺 e = −→uv ∈ E1に対し ϕ(e) =

−−−−−−→
ϕ(u)ϕ(v) ∈ E2となっているとする．更に ϕが終局面を終局面に写す，すな

わち ϕ(V 0
1 ) ⊂ V 0

2 となるとき，ϕをゲームの準同型という．特に写像 ϕが全単射であるとき，G1 と G2 は同型であると

いい，G1
∼= G2 と表す．

有向グラフ写像の定義から任意の v ∈ V1 に対し u ∈ Fv ならば ϕ(−→vu) =
−−−−−−→
ϕ(v)ϕ(u) ∈ E2 なので，ϕ(u) ∈ Fϕ(v) となる．

したがって，ϕ(Fv) ⊂ Fϕ(v) が成り立つ．そこで少し強い条件を考える．

定義 3.4 ゲームの準同型 ϕ : G1(V1, E1) → G2(V2, E2)が任意の v ∈ V1 について ϕ(Fv) = Fϕ(v) を満たすとき，ϕを局

所同型と呼ぶ．

命題 3.5 有限なゲームの局所同型 ϕ : G1(V1, E1) → G2(V2, E2)はグランディー数を保存する．すなわち，任意の v ∈ V1

に対し

GG1(v) = GG2(ϕ(v))

が成り立つ．

定義 3.6 有限なゲームG(V,E)の局面 v, v′ ∈ V についてG(v) ∼= G(v′)となるとき v ∼ v′と表せば，∼は局面集合の同
値関係になる．すると 2辺 −→uv,

−−→
u′v′ ∈ E についても u ∼ u′かつ v ∼ v′のとき −→uv ∼

−−→
u′v′と定めることにより，辺集合 E

の同値関係が導かれる．そこでこれら同値関係による剰余類をそれぞれ V = V/ ∼, E = E/ ∼と表せば，G(V ,E)は有

向グラフとなる．この Gを，Gの簡約ゲームとよぶ．特に G ∼= Gのとき，Gは既約であるという．ゲーム Gが有限で

あることに注意すると，簡約化を繰り返すことで既約なゲーム Gが得られる．このとき，Gを Gの既約ゲームと呼ぶ．

命題 3.7 ゲーム G(V ,E)を有限なゲーム G(V,E)の簡約ゲームとする．このとき同値類 v ∈ V に属する局面 v ∈ V の

取り方によらず

GG(v) = GG(v)

が成り立つ．

4 具体例：チョコレート完食ゲーム
ルール それぞれ任意個数N の縦ブロックおよびM の横ブロックからなる長方形の板チョコレートをK枚用意する．対

局者は手順の度にどれか一つのチョコレートを選び，一枚すべてを食べるか，縦または横の溝にそって二つに分割

して片方を食べる．全てのチョコレートがなくなった時点で終局となり，最後のチョコレートを食べた対局者の勝

ちとなる．

このゲームについて考察する前に，次の setニムの各一対のグランディー数を求める．

4.1 setニム

ルール 任意個数の石からなる二山を一対とし，これを

K 対用意する．対局者は手順の度にどれか一つ

の山を選び，そこから一つ以上石を取り除いて

いく．石のなくなった山と同じ対に属する山から

は石を取り除けなくなるものとし，どの山から

も石を取り除けなくなった時点で終局となり，最

後の石を取った対局者の勝ちとなる．

HHHHHHm

n
0 1 2 3 4 5 6 7 · · ·

0 0 0 0 0 0 0 0 0 · · ·
1 0 1 2 3 4 5 6 7 · · ·
2 0 2 1 4 3 6 5 8 · · ·
3 0 3 4 1 2 7 8 5 · · ·
...

...
...

...
...

...
...

...
...

. . .

命題 4.1 n,m ∈ Nとする．K = 1のチョコレート完食ゲーム G1(V1, E1)について，縦ブロックが n1，横ブロックが

m1 の局面 v1 ∈ V1 に対し，K = 1の setニム G2(V2, E2)で二つの山がそれぞれ n1 個および m1 個の石からなる局面

v2 ∈ V2 とするとき，

GG1(v1) = GG2(v2)

が成立する．
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