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―オイラー積表示をめぐって―

　　　　　　　　　　　　　　　　

1 母函数

定義 1.1 (乗法的函数). N 上の函数 f(n) について f(1) = 1 かつ任意の互いに素なm,n に対し f(mn) = f(m)f(n) を

満たす函数を乗法的函数という．

定義 1.2 (母函数). N 上の函数 a(n) を係数とする級数

G(a(n);x) =

∞∑
n=1

a(n)xn, DG(a(n); s) =

∞∑
n=1

a(n)

ns

をそれぞれ a(n) の母函数，ディリクレ母函数という．

定理 1.3. 乗法的函数 f(n) のディリクレ母函数は絶対収束している範囲で

F (s) =
∞∑

n=1

f(n)

ns
=
∏
p∈P

∞∑
i=1

f(pi)

pis

という積表示を持つ．この積をオイラー積という．

命題 1.4. a(n)のディリクレ母函数がオイラー積表示を持つことと，乗法的であることは同値である．

定理 1.5. 無限積 xg(x) = x

∞∏
n=1

(1− xn)s, s ∈ N のマクローリン展開を
∞∑

n=0

as(n)x
n とする．すると

as(1) = 1, as(n) = − s

n− 1

n−1∑
i=1

σ(i)as(n− i)

が成り立つ．

命題 1.6. x

∞∏
n=1

(1− xn)s, s ∈ Nの n次係数 as(n)は s ̸= 0, 24ならば乗法的でない．

Proof. 定理 1.5を用いて実際に as(2)as(3) = as(6) を満たす s の候補に対して個別に調べることによって得る．

2 五角数定理

定義 2.1 (多角数). 正 n 角形の形にドットを並べたときにそこに含まれるドットの個数を多角数という．

定理 2.2 (オイラーの五角数定理). |x| < 1 にて

∞∏
n=1

(1− xn) =

∞∑
m=−∞

(−1)mx
m(3m+1)

2

が成り立つ．

3 保型形式

定義 3.1 (モジュラー群). SL2(Z) =

{(
a b

c d

) ∣∣∣∣∣ a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1

}
をモジュラー群と呼ぶ．

定理 3.2. SL2(Z) は T =

(
1 1

0 1

)
と S =

(
0 −1

1 0

)
から生成される．
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定義 3.3 (フーリエ級数). C 上の適当な函数 f(z) が周期性 f(z+1) = f(z) を持つとき，f(z) に対して適当な数列 {an}
と q = e2πiz を用いて表される無限級数

f(z) =
∞∑

n=−∞
ane

2πinz =
∞∑

n=−∞
anq

n

をフーリエ級数と呼ぶ．

定義 3.4 (フーリエ変換). R 上の適当な函数 f(x) に対して，

f̂(y) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−2πixydx

をフーリエ変換と呼ぶ．

命題 3.5 (ポアソン和公式). R 上の適当な函数 f(x) と a ∈ R に対して，
∞∑

n=−∞
f(a+ n) =

∞∑
n=−∞

f̂(n)e2πian

が成り立つ．

定義 3.6 (保型形式). 上半平面H = {x+ iy | x ∈ R, y > 0 } 上の複素函数 f(z) について

f

(
az + b

cz + d

)
= (cz + d)wf(z)

が全ての a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1 に対して成り立つとき f(z) を保型形式と呼ぶ．このとき w を重さと呼ぶ．

定義 3.7 (ラヌマジャン函数). 無限積 q
∞∏

n=1

(1− qn)24 の展開式

∆(z) = q
∞∏

n=1

(1− qn)24 =
∞∑

n=1

τ(n)qn

の n 次の係数 τ(n) をラマヌジャン函数と呼ぶ．ただし，q = e2πiz, z ∈ H である．

命題 3.8. ∆(z) = x

∞∏
n=1

(1− zn)24 は重さ 12の保型形式である．

命題 3.9. モーデル作用素 (T (p)∆)(z) =
1

p

p−1∑
l=0

∆

(
z + l

p

)
+ p11∆(pz) について T (p)∆ = τ(p)∆ が成り立つ．

定理 3.10. τ(n) のディリクレ母函数について
∞∑

n=1

τ(n)

ns
=
∏
p∈P

(
1− τ(p)ps − p11−2s

)−1

が成り立つ．

命題 3.11. ラマヌジャン函数 τ(n) は乗法的函数であり，漸化式 τ(pk+1) + p11τ(pk−1) = τ(p)τ(pk) が成り立つ．
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