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テカチュウ，君に決めた！
―結婚問題と交換問題―

　　　　　　　　　　　　　　　　

1 交換問題とは

物の集合 Aと人の集合 B を考え，#A = #B とする．

人 b が，物 a を物 a′ よりも好むことを a ≻b a′ と表す．

a ≻b a
′ または a = a′ であることを a ⪰b a

′ と表す．これ

を選好と呼び，人はすべての物に対して選好を全順序関係

でもつ．

vA : A → B, vB : B → Aとなるような写像の組み合わ

せ v = (vA, vB)について，全ての a ∈ A, b ∈ B で対合性

vA (vB(b)) = b, vB (vA(a)) = aを満たすとき，v を B に

対する Aの分配という．より好ましい分配について考察

するのが交換問題である．

1.1 トップトレーディングサイクルアルゴリズ
ム

減少列A = A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ Ai ⊃ · · · を考える．b ∈ B

と a ∈ Aに対し，a = max
≻b

Aiのとき，b ↪→i aと表す．特

に i = 1のときは b ↪→ aと表す．また，初期の分配を初期

配分と呼ぶ．初期配分 ωで aに与えられた ωA(a)を aに

対応させ，a ↪→ ωA(a)と表す．これを指差しという．指差

しを連ねた a1 ↪→ ωA(a) ↪→i a2 ↪→ · · · ↪→i an ↪→ ωA(an)

を指差し列と呼び，指差し列が a1 ↪→ ωA(a1) ↪→i a2 ↪→
· · · ↪→i an ↪→ ωA(an) ↪→i a1 となるとき，大きさ nのサ

イクルと呼ぶ．以下では，大きさ nのサイクル中の添え字

はすべて mod nで考える．初期配分 ωに対し，

step1: A1 = A,B1 = B, i = 1とする．

step2: i回目の指差しで指差し列をつくる．

step3: サイクル a1 ↪→ b1 ↪→i a2 ↪→ · · · ↪→ bn ↪→i a1 がつ

くられるとき，分配 v をぞれぞれ vB(bk) = ak+1，

vA(ak) = bk と定め，サイクルを構成するすべての

物と人を退場させる．このようにや物や人を割り当

てることを退場するといい，step2から step3まで

を再配分と呼ぶ．

step4: Ai+1 = Ai\{i回目の指差しで退場した物}，Bi+1 =

Bi \ {i回目の指差しで退場した人 }，i + 1を iと

よみかえ，再配分 step2,3を繰り返す．

このアルゴリズムをトップ・トレーディング・サイクルア

ルゴリズム（以下，TTCA）という．また，TTCAによっ

て vを導く初期配分の集合をΩv と表す．TTCAで導く分

配 vは，交換による改善（すべての人にとって今まで以上

に好ましい分配に変えること）は不可能であり，このこと

を効率的であるという．

2 くじびきとTTCA

人 b1, b2, b3, b4, b5, b6, b7, b8, b9, b10, b11 の ，物

a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, a9, a10, a11 に 対 す る 選 好

は，それぞれ好ましい順に並べると，

b1 : a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10 a11

b2 : a2 a5 a9 a3 a11 a4 a10 a7 a6 a8 a2

b3 : a1 a3 a9 a10 a11 a5 a4 a2 a8 a6 a7

b4 : a4 a1 a7 a6 a11 a10 a5 a8 a2 a3 a9

b5 : a3 a2 a5 a6 a11 a9 a1 a8 a9 a10 a4

b6 : a4 a6 a11 a1 a9 a7 a10 a3 a5 a2 a8

b7 : a7 a8 a9 a10 a11 a1 a2 a3 a4 a5 a6

b8 : a8 a11 a9 a7 a6 a10 a5 a4 a3 a2 a1

b9 : a9 a10 a8 a7 a5 a4 a3 a2 a1 a11 a6

b10 : a10 a7 a5 a6 a11 a9 a1 a8 a2 a3 a4

b11 : a11 a5 a4 a3 a2 a1 a7 a6 a10 a8 a9

このようになった．各 bkが akをもらうような初期配分の

つくりかたとくじびきの特徴を考えたい！

2.1 要の人

効率的な分配 v をとる．b, b′ ∈ B に対し，b′ >v b ⇔
vB(b

′) ≻b vB(b) と表す．b >v b′ または b′ >v b が成り

立つとき，b は b′ と関係があるといい，b と関係がある

人 b′ が存在するとき，bを要の人と呼び，bと関係がある

ような b′ は存在しないとき，bは自由な人と呼ぶ．また，

b1, . . . , bk ∈ B がどの組合せ i ̸= j についても bi >v bj で

ないとき v−独立であるという．要の人の集合を Bv，要

の人が割り当てられるものの集合をAv = vB(B
v)と表す．

要の人は，一番好ましいものをもらえてない人か，もし

くは一番好ましいものももらえていない人がほしかったも

のももらう人なので，Bv = {b1, b2, b3, b4, b5b6}となる．※
くじびきのとき，要の人の関係を満たさないと，違うもの

を導く！たとえば，b1より b3が先に物を選ぶと，a1は b3

に取られてしまう．

配分 v に対し，Bv の番号付けの集合 Xv =
{
σ :

{1, 2, . . . ,m} → Bv :全単射 | σ(i) >v σ(j) ⇒ i < j
}
を要

の並びという．今回，1 ≤ i ≤ 6に対してσ(i) = biとすると

要の並びになっている．σ ∈ Xvに対し，Bvの分割を τ0 =

0, τi = max
{
k > τi−1 | σ(τi−1 + 1), . . . , σ(k)は v −独立}

とおき，Bv
i (σ) =

{
σ (τi−1 + 1) , . . . , σ (τi)

}
とおくと，

Bv(σ) = {Bv
i (σ)}は Bv の分割を与える．

各 b ∈ Bv に対し，指差し列 ωB(bk) ↪→ bk ↪→ · · · ↪→
ωB(b1) ↪→ b1 ↪→ ωB(b) ↪→ b で，b1, . . . , bk ∈ B \ Bv とな

るものを考える．kを最大にする指差し列は一意的に決ま
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り，そのときの指差し列を bの枝と呼び，ωB(bk)を bの枝

先と呼び，ξ(b) = ωB(bk)と表す．枝の先は必ず Av の要

素になっており，xiは ξ : Bv → Av の全単射写像である．

各 i ≥ 2 に対して，(Bv
i (σ))

∗
=

{
b ∈ Bv

i (σ) | ∃b′ ∈
Bv

i−1(σ) b′ >v b
}
と定め，(Bv

i (σ))
∗ の要素を柱の人と呼

ぶ．なお (Bv
1 (σ))

∗
= Bv

1 (σ)と考える．

枝先 ξ : Bv → Av を次のように定める．

・ bi+1 ∈ Bv
k(σ) \ (Bv

k(σ))
∗ ならば ξ (bi) = vB(bi+1)と

定める．

・ ξは単射{
bi ∈ Bv

k(σ) | bi+1 ∈ (Bv
k(σ))

∗}∪{bτk} → vB

(
(Bv

k(σ))
∗
)

を与える．

この定め方を σによる枝先 ξの指定と呼ぶ．

2.2 組立て

はじめに枝先 ξを任意に選んでおく．次に，b ∈ B\Bvに

割り当てる物を，任意に選んだ単射写像ω◦
B : B\Bv → Aを

用いて定める．その像をA◦ = ω◦
B (B \Bv)とおけば，ω◦

B :

B \Bv → A◦は全単射となるので，ω◦
A = (ω◦

B)
−1

: A◦ →
B \ Bv と定義する．更に各 b ∈ Bv に対し，a0 = ξ(b)と

おき，aj−1 ∈ A◦となる限り bj = ω◦
A(aj−1)，aj = max

≻bj

A

と帰納的に定義する．やがて，aj ∈ A \ A◦ となる j が

あらわれるので，このとき ω•
A(aj) = bと定めると，bの

枝は ξ(b) = a0 ↪→ ω◦
A(a0) = b1 ↪→ a1 ↪→ · · · aj−1 ↪→

ω◦
A(aj−1) = bj−1 ↪→ aj ↪→ bと構成される．そこで，

ωA(a) =

ω◦
A(a) (a ∈ A◦)

ω•
A(a) (a ∈ A \A◦)

かつ ωB = (ωA)
−1 と ω = (ωA, ωB)を定めることを，σに

よる初期配分の組み立てと呼ぶ．枝先が σ ∈ Xv で指定さ

れた枝先であるとき，組み立てられた ωは vを導く．

2.3 基準の枝先

σ ∈ Xv, ω
◦
B : B \Bv → Aを用いて初期配分の組み立て

をする．組み立てに用いる枝先を，

・ σ(i + 1) ∈ Bv
k(σ) \ (Bv

k(σ))
∗ ならば ξ0 (σ(i)) =

vB(σ(i+ 1))と定める．

・ σ(i+ 1) ∈ (Bv
k(σ))

∗ ならば

p = min
{
p′ ≥ 0 | σ(i− p′) ∈ (Bv

i (σ))
∗}に対して

ξ0 (σ(i)) = vB(σ(i− p))と定める．

枝先 ξ0 を基準の枝先と呼び，基準の枝先を集めた集合

を Ξ = {ξ0 | σ ∈ Xvの基準の枝先 } と表す．ま
た，同じ基準の枝先を指定できる σ の集合を，Xv(σ) =

{σ′ ∈ Xv | Ωv(σ) = Ωv(σ
′)}と表す．基準の枝先 ξ0を指定

できる要の並びσが指定する任意の枝先 ξを用いて組み立て

る初期配分の集合をΩv(ξ0)と表す．このとき，基準の枝先

はXvとΩvに分割を与える．人の数#B = N ,要の人の数

#Bv = M に対して，NPN−M ·#Xv(ξ0) = #Ωv(ξ0)が成

り立つため，vを導く初期配分の場合の数はNPN−M ·#Xv

となる．

3 結論

#B = N,#Bv = M とする．くじびきで vを導くよう

なくじの順番の場合の数は，N 個の番号を自由な人に割り

振る割り振り方 NPN−M と残りの番号を要の人に割り振

る割り振り方，つまり，関係を満たす要の並びの数 #Xv

に等しい．このことから，「互いに他人の選好を知らず，ど

の物も他人から見た好ましさが確率的に等しい」という

条件の下でくじびきと TTCAは確率的に等しいことがわ

かった．

3.1 確率

人は互いに他人の選好を知らず，したがってどの物も他

の人に選ばれる確率は等しいとみなす．物の集合 Aと人

の集合 B に対し，#A = #B = nとする．自分がくじび

きでもっとも好ましいものをもらう確率 P を求めたい．

自分を bとし，最もほしいものを aとする．人 bが k番

目の順番に割り当てられる確率は
1

n
である．bに順番が

まわってくるとき，すでに k − 1個の物はとられている．

どの物も 1から k− 1番までの人に選ばれている確率が等

しいので，aがすでに選ばれている確率は
k − 1

n
であり，

残っている確率は 1− k − 1

n
である．よって bが k番目の

くじをひき，aをもらう確率は
1

n

(
1− k − 1

n

)
である．し

たがって，求める確率 P は

P =
n∑

k=1

1

n

(
1− k − 1

n

)
=

1

2
+

1

2n

となる．
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