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ドレミファそーする？
　―音律の数理と音階の構成―

　　　　　　　　　　　　　　　　

1 音楽の基礎知識
音は、空気などの媒質の振動により、耳に伝わる。媒質

が 1秒間に振動する数を周波数と呼ぶ。周波数が大きいほ

ど、高い音が鳴っているように聞こえる。また、単一周波

数を持つ音を純音と呼ぶ。1つの音を出すと、同時に整数

倍の周波数を持った音が鳴る。この音を倍音と呼ぶ。ある

音の基本周波数を f0 とすると、第 k倍音 fk は、

fk = kf0

ある２つの純音の周波数 f1, f2 の間に

f2 = 2nf1, n ∈ N

という関係が成り立つとき，この２音の関係をオクター

ブと呼び，f2 は f1 より nオクターブ高いという．

2 音律と音階
音律…音同士の周波数比を規定するルール.

音階…ある音律によってつくられた音を，基音から 1オ

クターブ上の音までの周波数間に，周波数の小さい順に並

べた音の配列．

2.1 ピタゴラス音律
基音の周波数を P とし、音 Pk を

Pk =
3k

2m
P (1)

で与える．P ≤ Pk ≤ 2P となるように,m ∈ Nをとる．

312

218
=

531441

262144
= 2.02729 · · · ≒ 2

より，(1)の計算を 12回で止める．得られた Pk を小さ

い順に並べる．

以上の手順をピタゴラス音律といい，こうして得られた

12音を，ピタゴラス音階と呼ぶ．

3 不協和度・不協和曲線
音楽において，高さの異なる 2つ以上の合成音がよく調

和して響く状態を「協和」と言い，その逆を「不協和」と

言う．研究により統計的に数値化した不協和感を不協和度

と呼ぶ．この値が大きいほど不協和感が大きいことを意味

する．
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表 1: ピタゴラス音律による 12音音階

3.1 純音の不協和度
定義 3.1 ２つの純音W1,W2の周波数とその大きさ（相対

値）をそれぞれ f1, f2および v1, v2とする．またϕ(f1, f2) =

12 log2(f2/f1)とおく．この 2純音の不協和度は

d(f1, f2, v1, v2) = v12α3

(
exp(−α1|ϕ(f1, f2)|β)

− exp(−α2|ϕ(f1, f2)|β)
)

(2)

で与えられる．ここで，α1, α2, α3, β は α1, α2, α3, β > 0

かつ α1 < α2 を満たす定数，v12 は v1, v2 の関数である．

3.2 複合音の不協和度
定義 3.2 基音をそれぞれ f1, f2とする２つの複合音 1,2に

ついて音 i = 1, 2における k倍音の周波数を fik，音量を

vikと表すとする．この時，n倍音まで含めた複合音 1,2の

不協和度D(f1, f2)を

D(f1, f2) =
n∑

i=1

n∑
j=1

d(f1i, f2j , v1i, v2j) (3)

で定義する．f1 を固定して D(f1, f2)を x = ϕ(f1, f2)の

関数として描いた曲線を，不協和曲線と呼ぶ．
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図 1: 2複合音の不協和度曲線．第 7倍音まで考慮した．
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3.3 不協和曲線の性質
定義 3.3 連続関数 f : R → Rが x = aを除外した近傍

(a− δ, a) ∪ (a, a+ δ)において微分可能で導関数が連続で

あり， lim
x→a−0

f ′(x) = −∞, lim
x→a+0

f ′(x) = +∞

となるとき x = aを尖点と呼ぶ．

補題 3.1 連続関数 f : R → Rが x = aで尖点をもつな

ら，f は x = aで極小値をとる．

命題 3.1 連続関数 g : R → R は x = 0 で尖点を持ち，

x ̸= 0で微分可能とする．このとき正の定数 vij を用いて

G(x) =

n∑
i=1

n∑
j=1

vijg(x− ϕ(i, j)) (4)

で定義される関数Gの尖点の集合は {ϕ(i, j) | 1 ≤ i, j ≤ n}
である．

補題 3.2 0 < β < 1のとき，d(x)は x = 0のみで尖点を

持つ．

定理 3.2 0 < β < 1のとき，複合音の不協和度 D(x)は

{ϕ(i, j) | 1 ≤ i, j ≤ n}の各点でのみ極小値をとる．

4 連分数
ピタゴラス音律による音階 (1)を底を 2にした対数で考

えれば

0 = log2 1 ≤ log2
3n

2m
= n log2 3−m ≤ log2 2 = 1

と同値なので，結局 n log2 3の小数部分 n log2 3を求める

ことに等しい．以下 γ = log2 3と表して議論する．図 2は

点列 {nγ}を音階を構成する音数に合わせて打点していっ
たものである．
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図 2: nγ と音階．数値が nを表す．基音を F とした．

定義 4.1 (一般全音階，一般半音階) 無理数 γ > 1 に対

し，帰納的に以下の集合列を構成する．

1.) C−1 = ∅，D0 = C0 = {0}，γ0 = 1，γ1 = ⟨γ⟩とおく．

2.) k ≥ 0に対し，nk+1 = [γk/γk+1]，

γk+2 = γk − nk+1γk+1 とおき，

Dk+1 = Ck

⨿
(Ck−1 + (−1)kγk+1), (5)

Ck+1 = Ck−1

⨿(
nk+1−1⨿
n=0

(Dk+1 \ Ck−1 + (−1)knγk+1)

)
(6)

と定義する．

Dk を k次の一般全音階，Ck を k次の一般半音階と呼ぶ．

また，これらの音階を γ で生成された音階と呼ぶ．

定義 4.2 一般に正の実数 0 < γ < 1に対し，γ0 = 1, γ1 =

γ として，k ≥ 1に対し帰納的に

nk = [γk−1/γk], γk+1 = γk−1 − nkγk

で定義される数列 {nk} を γ の連分数展開と呼び，γ =

[n1, n2, . . . ]と表す．またこの展開を [n1, n2, . . . , nk]で止

めてできる分数を γ の第 k近似と呼ぶ．

命題 4.1 定義 4.1における数列 {nk}は ⟨γ⟩の連分数展開
を与える．また#Ckは ⟨γ⟩の第 k近似分数の分母である．

一般音階 音名 音階名

D1 {F} オクターブ

C1 {F} オクターブ

D2 {F,C} トリコード

C2 {F,C} トリコード

D3 {F,G,C} テトラコード

C3 {F,G,A,C,D} 5音音階

D3 {F,G,A,B,C,D,E} 7音音階（全音階）

C3 {F, F#, G,G#, A,A#, 12音音階（半音階）

B,C,C#, D,D#, E}

表 2: 一般音階と実際の音階の対応．
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