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1.　はじめに

　ファジィ集合論において，ファジィ数の和や積など
の種々の2項演算が用いられている．しかし，それら
は，ファジィ集合属上で定義されてはいるが，数学的
には通常の2項演算である．
　本論文では，集合T上の2項演算を直積T×TからT

への写像としてとらえ，その写像をファジィ写像で置
き換えることにより，ファジィな2項演算を定義しそ
の実例を挙げる．

2.　記法と用語

　実数の部分集合Kに対して，Kの上限を∨K，Kの下
限を∧Kで表す．ふたつの実数a，bに対しては，∨{a, 

b}をa∨b，∧{a, b}をa∧bで表す．
　空でない集合Tを定める．Tの要素 tがT上の概念A

にあてはまる度合いを表す写像 mA：T→［0, 1］が与え
られたとき，AをT上のファジィ集合，mAをファジィ
集合Aを特徴づけるメンバシップ関数とよぶ．mA（t）
の値が大きいほどtが概念Aにあてはまる度合いが大
きい，と解釈する．
　空でない集合GとHの直積G×H上で定義された
ファジィ集合RをG×H上のファジィ関係とよぶ．G

の要素gとHの要素hに対して，mR（g, h）の値が大き
いほどgとhの結びつきの度合いが大きい，と解釈す
る．

3.　近接関係とファジィ写像

　我々は，近接関係（fuzzy equality）とファジィ写像
（fuzzy function）を次のように提案した．［2］

【近接関係】
　T：空でない集合
　ET：T×T上のファジィ関係

とする．
　（e1）mET（t, u）＝1　⇔　t＝u  for∀ t, ∀u∈T

　（e2）mET（t, u）＝mET（u, t）  for∀ t, ∀u∈T

　（e3） mET（t, v）≧（mET（t, u）＋mET（u, v）－ 1）∨ 0 

  for∀ t, ∀u, ∀v∈T

を満たすとき，ETをT上の近接関係とよぶ．（e3）の
右辺は限界和である．［1］

　近接関係は相等関係を弱めたものであり，「ほぼ等
しい」あるいは「とても近い」と表現される概念であ
る．mET（t, u）の値が大きいほど，tとuの等しさの度
合いが大きいことを意味する．
　「tとuのとても近い度合いが大きい」ということは，
「tとuの距離が小さい」と解釈できる．d（t, u）＝1－
mET（t, u）と定義すると，dは距離の定義を満たすこと
に注意したい．

【ファジィ写像】
　T, U：空でない集合
　ET：T上の近接関係
　EU：U上の近接関係
　R：T×U上のファジィ関係
とする．
　（f1）∀a∈T, ∃u∈U s.t. mR（a, u）＞0

　（f2）mR（a, u）＞ 0かつmR（b, v）＞0

　⇒ mEU（u, v）≧mET（a, b）∧（mR（a, u）∨mR（b, v））
を満たすとき，RをTからUへのファジィ写像とよび，
R：T～→Uと書く．
　ここで，（f2）においてa＝bの場合，
　　mEU（u, v）≧1∧（mR（a, u）∨mR（a, v））
と，mR（a, u）及びmR（a, v）が0以上1以下の実数であ
ることから，
　　mEU（u, v）≧mR（a, u）∨mR（a, v）  （1）
を得る．
　通常の写像 f：T→Uを考え，
　　f（a）= u　⇔　mR（a, u）= 1
　　f（a）≠u　⇔　mR（a, u）= 0
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として定義されるファジィ写像R：T～→Uは，fを特
別なファジィ写像として表現したものである．この場
合，f（a）＝ uかつ f（a）＝ vとするとmR（a, u）＝ 1かつ
mR（a, v）＝ 1と（1）より，
　　mEU（u, v）≧1∨1 ＝ 1  （2）
となり，mEU（u, v）＝ 1つまりu＝vを得る．
　このように，（f2）は通常の写像の定義における一価
律を拡張したものである．
　一般的なファジィ写像R：T～→Uに対して，（2） 
は，uとvは異なっていてもほぼ等しい度合いがmR（a, 

u）∨mR（a, v）以上であれば，どちらもaに対応させて
よいことを意味している．例えば，uとvが0.8程度の
度合いでほぼ等しければ，mR（a, u）＝ 0.8かつmR（a, 

v）＝ 0.5のように aに複数の要素を関係づけることが
可能である．

4.　ファジィ2項演算の例

　Tを集合とする．写像◎：T×T→TをT上の2項演
算とよぶ．t, u∈Tに対し，◎（t, u）を t◎uと表記する
こともある．
　ファジィ集合論においても，ファジィ集合の和，積
等のファジィ集合族上の2項演算が活用されている．
ファジィ数の和，積等も，ファジィ数が特別なファ
ジィ集合であることを考えれば，その仲間である．
　ここでは，ファジィ写像R：T×T～→TをT上の
ファジィ2項演算ととらえ，その具体例を挙げる．
　T＝{0, 1, 2, 3, 4, 5} とする．
　E［T×T］をT×T上の近接関係とする．（a, b）, （c, d）
∈T×Tに対し，mE［T×T］（（a, b）, （c, d））の値を次
のように定める．
　《a＝cのとき》
　　　1－（（¦b－d ¦×0.4）∧1）  （3）
　《b＝dのとき》
　　　1－（（¦a－c ¦×0.4）∧1）
　《a≠cかつb≠dのとき》
　　　0.5　　¦a－c ¦＝ 1かつ¦b－d ¦＝ 1のとき  （4）
　　　0.3　　¦a－c ¦＝ 1かつ¦b－d ¦＝ 2のとき  （5）
　　　0.3　　¦a－c ¦＝ 2かつ¦b－d ¦＝ 1のとき  （6）
　　　0　　　上記以外のとき  （7）
　ETをT上の近接関係とする．g, h∈Tに対し，mET

（g, h）の値を次のように定める．
　1－（¦g－h ¦∧（6－¦g－h ¦））×0.2  （8）

　ファジィ2項演算として採用するファジィ関数Rを
表1ファジィ2項演算のによって定義する．この表の
ひとつのマス目に4つの数値が記載されているが，そ
れぞれの意味は次のようである．

u
↓

t　→ v mR（（t, u），v）
w mR（（t, u），w）

ここで．t, u, v, wは，Tの要素であり，
　　v：積 t×uを6で除した余り
　　w：和 t＋uを6で除した余り
とした．
　各マス目に現れていない要素yに対しては，mR（（t, 

u），y）＝ 0とする．

表1　ファジィ2項演算の定義

0 1 2 3 4 5

0
0 1 0 0.8 0 0.6 0 0.4 0 0.2 0 0

0 1 1 0.6 2 0.5 3 0.4 4 0.5 5 0.6

1
0 0.8 1 0.6 2 0.5 3 0.4 4 0.3 5 0.2

1 0.6 2 0.4 3 0.5 4 0.6 5 0.5 0 0.4

2
0 0.6 2 0.5 4 0.2 0 0.1 2 0.2 4 0.5

2 0.5 3 0.5 4 0.2 5 0.8 0 0.6 1 0.5

3
0 0.4 3 0.4 0 0.1 3 0 0 0.1 3 0.4

3 0.4 4 0.6 5 0.8 0 1 1 0.8 2 0.6

4
0 0.2 4 0.3 2 0.2 0 0.1 4 0.2 2 0.5

4 0.5 5 0.5 0 0.6 1 0.8 2 0.6 3 0.5

5
0 0 5 0.2 4 0.5 3 0.4 2 0.3 1 0.2

5 0.6 0 0.4 1 0.5 2 0.6 3 0.5 4 0.4

　この定義では，mR（（0, 0）, 0）＝ 1，mR（（3, 3）, 0）
＝ 1，つまり，（0, 0）に対応させる要素は0＋0および
0×0を6で除した余りとし，（3, 3）に対応させる要素
は3＋3を6で除した余りとすることから始めた．
　Rはファジィ写像であるから，p. 1の（f2）より，
　mR（（a, b）, g）＞0かつmR（（c, d）, h）＞0

　⇒mET（g, h）
　　≧mE［T×T］（（a, b）, （c, d））∧（ mR（（a, b）, g） ∨ 

mR（（c, d）, h）） （9）
が成立する．ここで，mR（（a, b）, g）をmR（（0, 0）, 0）
で置き換えると，（9）の右辺は，
　　mET（g, h） 
　　≧mE［T×T］（（a, b）, （c, d））∧（1∨mR（（c, d）, h））
  （10）
となる．
　さらに，mE［T×T］（（a, b）, （c, d））とmR（（c, d）, 
h）は0以上1以下の実数であるから，
　　mET（g, h）≧mE［T×T］（（a, b）, （c, d））  （11）
を得る．
　つまり，（a, b）～→gという対応の強さが1である場
合，（c, d）が対応する要素hは，（a, b）が対応する要
素gに，（a, b）と（c, d）の近さ以上に近づく必要があ
ることに注意したい．
　表1ファジィ2項演算の定義のいくつかのマス目を
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選び，ここで定義されたRがファジィ関数の条件を満
たしていることを見てみたい．P. 1の，（f1） は明らか
なので，（f2）について調べることにする．
　一組目として，（2, 3）, （3, 3）∈T×Tを見てみよう．
定義の表より，
　　mR（（2, 3）, 0）＝ 0.1  mR（（2, 3）, 5）＝ 0.8

　　mR（（3, 3）, 3）＝ 0  mR（（3, 3）, 0）＝ 1

である．（9）の（a, b）, （c, d）, g, hに代入するものは，
　〈あ1〉　（2, 3）, （2, 3）, 0, 5

　〈あ2〉　（2, 3）, （3, 3）, 0, 0

　〈あ3〉　（2, 3）, （3, 3）, 5, 0

の3通りである．
　〈あ1〉を代入すると，
　　mET（0, 5） 
　　≧mE［T×T］（（2, 3）, （2, 3））∧（ mR（（2, 3）, 0）∨ 

mR（（2, 3）, 5））
⇔　1－（¦ 0－5 ¦∧（6－¦ 0－5 ¦））×0.2

　　≧（1－（（¦ 3－3 ¦×0.4）∧1））∧（0.1∨0.8）
⇔　0.8≧1∧0.8

⇔　0.8≧0.8

となり，（f2）を満たす．
　〈あ2〉を代入すると，
　　mET（0, 0） 
　　≧mE［T×T］（（2, 3）, （3, 3））∧（ mR（（2, 3）, 0）∨ 

mR（（3, 3）, 0））
⇔　1－（¦ 0－0 ¦∧（6－¦ 0－0 ¦））×0.2

　　≧（1－（（¦ 2－3 ¦×0.4）∧1））∧（0.1∨1）
⇔　1≧0.6∧1

⇔　0.8≧0.6

となり，（f2）を満たす．
　〈あ3〉を代入すると，
　　mET（5, 0） 
　　≧mE［T×T］（（2, 3）, （3, 3））∧（ mR（2, 3）, 5）∨ 

mR（（3, 3）, 0））
⇔　1－（¦ 5－0 ¦∧（6－¦ 5－0 ¦））×0.2

　　≧（1－（（¦ 2－3 ¦×0.4）∧1））∧（0.8∨1）
⇔　0.8≧0.6∧1

⇔　0.8≧0.6

となり，（f2）を満たす．
　二組目として，（0, 1）, （1, 3）∈T×Tを見てみよう．
定義の表より，
　　mR（（0, 1）, 0）＝ 0.8  mR（（0, 1）, 1）＝ 0.6

　　mR（（1, 3）, 3）＝ 0.4  mR（（1, 3）, 4）＝ 0.6

である．（9）の（a, b）, （c, d）, g, hに代入するものは，
　〈い1〉　（0, 1）, （0, 1）, 0, 1

　〈い2〉　（0, 1）, （1, 3）, 0, 3

　〈い3〉　（0, 1）, （1, 3）, 0, 4

　〈い4〉　（0, 1）, （1, 3）, 1, 3

　〈い5〉　（0, 1）, （1, 3）, 1, 4

　〈い6〉　（1, 3）, （1, 3）, 3, 4

の6通りである．
　検証すべき不等式は，（9）
　mET（g, h） 
　　≧mE［T×T］（（a, b）, （c, d））∧（ mR（（a, b）, g）∨

mR（（c, d）, h））
であるが，（a, b）＝（c, d）の場合は，
　mE［T×T］（（a, b）, （c, d））＝ 1

であるから，
　mET（g, h）≧（mR（（a, b）, g）∨mR（（a, b）, h））
が満たされることを示せばよい．〈い1〉と〈い6〉は
この場合にあてはまり，容易に検証できるので省略す
る．
　残りは，（a, b）＝（0, 1）, （c, d）＝（1, 3）の場合である．
このとき，（5）よりmE［T×T］（（a, b）, （c, d））＝ 0.3と
なるので，mET（g, h）≧0.3であれば，（9）の不等式が
成立する．〈い2〉から〈い5〉までの（g, h）は，（0, 3）, 
（0, 4）, （1, 3）, （1, 4）であり，mET（g, h）の値は，0.4, 

0.6, 0.6, 0.4となるので，いずれも（9）を満たすことが
わかる．

5.　まとめ

　直積T×TからTへのファジィ写像を用いて2項演
算のファジィ化を提案し，その実例を挙げた．
　和と積という2種類の演算を混合したような例であ
る．2種類に限らず，さらに多くの複数種類の演算を
活用したファジィ演算も考えられる．
　定義したファジィ演算がファジィ写像となっている
かどうかの簡単な検証方法，あるいはそれが保証され
るファジィ演算の構成方法を見つけることが，今後の
課題である．
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