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１．は じ め に

本稿ではベビーモンスター の２A元に関する性質
をベビーモンスター頂点作用素代数を調べることに
よって，モンスター の２A元及びムーンシャイン頂
点作用素代数��の性質から帰納的に導く研究の概要
を報告する。この研究の動機は に現れる��図形の
研究（cf.［Mc, LYY１，LYY２，LM, S］）の類似を と��

の場合について求めることである。当初は と��の
場合の話を逐一 と��の場合に置き換えて，愚直に
類似を求める研究を行う予定であった。この研究の鍵
となる の２A元と��のイジング元の間の宮本の自
己同型による一対一対応のベビーモンスター版を示し
た際に，ベビーモンスターの２A元とモンスターの２
A元の間には興味深い帰納的構造があることに気づ
き，ムーンシャイン頂点作用素代数の対称性としての
モンスターの性質から帰納的にベビーモンスターの性
質も決定できることが分かった。現在の研究により２４
次のフィッシャー群����と��図形の関係についても同
様の類似が成り立つことが分かってきている。これら
の成果は台湾国立成功大学の Ching Hung Lam氏とカ
ンザス州立大学の Gerald Höhn氏との共同研究で得ら
れたものである。

２．軸 巾 等 元

をモンスター単純群， を１９６８８４次元グライス代
数とする（cf.［G, C］）。 は単位元をもつ非結合的単
純可換代数であり，その全自己同型群は Aut（ ）�

となっている（cf.［G, C, GMS, Ti］）。そして ―加群
として は次のような既約分解を持っている：

＝１＋１９６８８３ （２．１）

ここで m は m 次元の既約成分を表す。�� を２A元
［ATLAS］とすると，その中心化群はベビーモンス
ター単純群の二重被覆� ������ であり，グライス
代数 は� ���―加群として次のような既約分解を持
つことが知られている（cf.［C, MN］）：

＝１＋１＋４３７１＋９６２５５＋９６２５６． （２．２）

この分解から不動点代数
� ���
は２次元部分代数をな

しており，ある巾等元���
� ���
が存在して の単位

元１の直交巾等元分解���������� �に基づく単純

分解
� ���
� ��� ����� �� � が得られる。［C,

MN］において��の への作用が計算されており，そ
の結果以下のようになっている１：

＝１＋１＋４３７１＋９６２５５＋９６２５６
	
���� �：０ ２ １／２ ０ １／１６ （２．３）

t ：１ １ １ １ －１

この表から，��の作用に関して を固有空間分解する
ことによって，最初にとった２A元�� が復元でき
ることが分かる。即ち巾等元��が与えられたならば，
その随伴作用による の固有空間を（２．３）のように
求め，固有値１／１６の固有空間上－１倍，その補空間上
恒等的に作用する線形写像として�� を再定義する
ことができる。この考察から の２A元と の巾等元

の間には対応 	�
���
� ���
があることが分かる

が，実はこの対応は単射になっている（cf. ［C］）。こ
の事実から，��は t の定める軸巾等元（axial idempotent）
と呼ばれる。

２．１ イジング元と宮本の自己同型

先ほどの軸巾等元の話を頂点作用素代数のレベルで
再考察しよう。フレンケル達によって構成されたムー
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ンシャイン頂点作用素代数������ �は����������と
次数分解を持っており，ウェイト２の部分空間���に
は��の頂点作用素代数から誘導される可換代数構造
が入ることが知られている。［FLM］において
������ �� となることが示されているが，その証明
においてはこの可換代数構造���がコンウェイによっ
て再構成されたグライス代数 と同型になるという事
実が鍵となっている。同型 ���

�において��を２A元
�	 の定める の軸巾等元に対応する���の元とする
と，��は��において中心電荷１／２のヴィラソロ元になっ
ており，��の生成する部分代数	
�����は単純ヴィラソ
ロ頂点作用素代数� ������ �と同型になる２。先ほど見た
ように，軸巾等元を取る対応によって， の２A元か
ら��の中心電荷１／２のヴィラソロ元が定まるが，この
逆の対応も宮本の自己同型を考えることによって与え
ることができる。

V を一般の頂点作用素代数，e を V のヴィラソロ
元とする。e の生成する部分代数	
����が� ������ �と
同型になるとき，�をイジング元（Ising vector）３と呼
ぶことにする。既約な� ������ �―加 群は� ������ �，
�	���������

 �の三つであり，全ての� ������ �―加群は
完全可約であることが知られている（cf.［DMZ, W］）。
そのため V は	
����―加群として次のような等型成分
分解を持つ：

���������� �������� ���
� � （２．４）

ここで�� ���は� ������ �と同型な	
����―部分加群の和
を表す。等形成分分解（２．４）に基づいて，V 上の線
形変換��を

����
� ���������� �����

�� ���� ���
� �
� （２．５）

と定めると，これは頂点作用素代数の自己同型を定め
ることが分かっている（cf.［M１］）。不動点部分代数
���
 ���������� �����上において線形変換��を

����
� �������

�� ���� �����
� （２．６）

と定めると，これも���
 �の自己同型を定める（cf.［M

１］）。イジング元�	�があればそこから自己同型
��	������，��	������
 �� �が定まるが，これらは宮
本の自己同型と呼ばれている。
話をムーンシャイン頂点作用素代数��に戻そう。
��	��をイジング元とするとき，��	������ �は必ず
の２A元を定めることが知られている（cf.［Ma, M

１］）。宮本の自己同型を対応させることで，イジング
元から２A元が復元でき，これは丁度２A元から軸巾
等元＝イジング元をとる操作の逆になっている。その
ため， の２A元と��のイジング元の間には宮本の
自己同型をとる操作によって一対一対応が成り立つこ
とが分かる。
定理２．１．（［C, M１］）��のイジング元と ������� �

の２A元の間には宮本の自己同型�����により一対
一対応が成り立つ。
この一対一対応より，群 ������� �の性質を代数
��及びそのイジング元の性質から導くことができ，
多くの応用が知られている。その一つとして最近佐久
間氏によって示された６―互換性の結果を紹介しよう。

V を 上で定義された頂点作用素代数であって，
��������，��� , ����なる次数分解を持つと
仮定する。このとき V には不変内積が定数倍を除い
て一意に定まり（cf.［Li］），��には不変内積を持つ可
換代数構造（一般のグライス代数）が入る。内積を
�
 ���と正規化したとき，この内積が V 上正定

値であることも仮定する。このとき次の定理が成り立
つ。
定理２．２．（［S］）���	�をイジング元として，����� �

�
が成り立つ。
この定理はモンスター単純群における��図形の研

究への応用など，ムーンシャイン頂点作用素代数の対
称性の研究に役立つ重要な結果である。

３．ルート系に付随するヴィラソロ元

R を ADE型のルート格子，�	��を R のルート系
とする。 ��	を R の内積を２倍した格子とし，���	を
��	に付随する格子頂点作用素代数（cf.［FLM］）と
する。［DLMN］においてドン達はルート系に付随し
た���	のヴィラソロ元を次のように構成した。

��	� �

���
�� �

���
�

		�	��
���		���	 （３．１）

ここで�は���	の共形元，h は R のコクセター数を表
す。���	には自然に�	��のワイル群
 	��が作用し
ているが，表示（３．１）より��	は明らかに
 	��―不
変なヴィラソロ元であり，またその中心電荷は以下で
与えられる：

（３．２）

２正確には���がヴィラソロ元になるので，用語の乱用で�����となる�	���を巾等元と呼ぶことにすれば�自身がヴィラソロ元とな

り，頂点作用素代数を考える場合には都合がよい。
３この名前の由来は二次元のイジング模型と呼ばれる可解格子模型の厳密解の計算においてフェルミオン演算子が自然に現れ，その

極限として得られる共形場理論は� ������ �の対称性を持つため，� ������ �自身もしばしばイジング模型と呼ばれるからである。
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この表から特に�����には��型ワイル群不変なイジン
グ元が自然に含まれていることが分かる。�����に含ま
れているイジング元と��に含まれているイジング元
の間には深い関連があることが知られており，この関
連を用いてマッカイによる における��型ディンキ
ン図形の考察［Mc］に関して興味深い研究が行われ
てきた（cf.［LYY１，LYY２，LM］）。
本稿ではベビーモンスター単純群 と��型ディン

キン図形に注目する。モンスターの場合と同様の類似
が成り立つならば， ����に付随する格子頂点作用素
代数�����に固有のヴィラソロ元が重要な役割を担うは
ずであり，その中心電荷の値は７／１０である。�� を
２A元として，t と可換な の元のなす群は� ������

であり，そのため２A元に対応する��のイジング
元と可換な��の元のなす部分代数は自然に Bの作用
を持つ。この部分代数の対称性には中心電荷７／１０の
ヴィラソロ元が大きく関係している。

４．ベビーモンスターVOA

����をイジング元として，���������の交換団部
分代数を次で定義する。

��	�� ���
�������
�� （４．１）

こ こ で�
��������� �は e の 頂 点 作 用 素����� ��

��� �����
����の展開における係数として現れる線形

変換である。頂点作用素代数の一般論から������と
��	�� ���は互いに可換な��の部分代数になり，特に
��	�� ���自体も頂点作用素代数の構造を持つことが
分かっている４。より精密に，部分代数の同型
��
�

���������	��	�� ���が成り立つことも分かる。

ここで���
��は宮本の自己同型��を定義する際に使う
等型成分分解（２．４）に現れる部分空間である。定理
２．１の一対一対応により，��のイジング元は������の
もとで全て互いに共役であり，それゆえ交換団
��	�� ���の構造はイジング元����の取り方に依ら
ず一意的に定まる。そこで

�	�
���	�� ��� （４．２）

としてベビーモンスター頂点作用素代数５を定める６

（cf.［Hö１，Y］）。�	�の名の由来はもちろん次の定理
が成り立つことによる。
定理４．１．（［Hö２，Y］）����	�� �� ．
�	�
���	�� ���は��において e と可換な元のなす

部分空間であるが，この定理によりその全自己同型群
は��と可換なものからくる群である� �������
�と同型
になるという，��と の間には強い帰納的構造（induc-

tive structure）が見てとれる。

４．１ VB
�

２の軸巾等元

ベビーモンスター頂点作用素代数�	�はイジング元
����を一つ固定するごとに��への埋め込み
������	�	�����
�����が考えられる。そのため
�	�は�	����

�	��，�	�� ，�	���
という次
数分解を持ち，その次数２の空間�	��は��のグライス
代数���の部分代数を成している。分解（２．３）より
��	�	�

���������������であり， は９６２５６次元の
単位元を持つ可換代数に作用している。この代数をベ
ビーモンスターのグライス代数と呼ぶことにしよう。

� をベビーモンスターの２A元とする。［ATLAS］
より� 
�������� ���
�であり，� 
��―加群として
�	�

�は次の様に分解する：

�	�
�＝１＋１＋１９３８＋４８６２０＋４５９６９： （４．３）

この分解より不動点部分代数 �	��� �� 
��は２次元であ
り，モンスターのグライス代数の場合と同様に，ある
ヴィラソロ元���	��� �� 
��が存在して �	��� �� 
���

�� ���� �� � となる。この f の中心電荷の
値は前節で述べた��型ルート系固有のヴィラソロ元
の中心電荷７／１０であることを期待して調べてみたとこ
ろ，まさにその通りであることが分かった。
命題４．２． �	��� �� 
��は中心電荷７／１０及び１１４／５の互い
に直交するヴィラソロ元で張られている。
上の命題及び分解（４．３）より， の各２A元 s は
�	�

�� �� 
��の中心電荷７／１０のヴィラソロ元を一意に定
めることが分かる。即ち の２A元から�	�の中心電
荷７／１０のヴィラソロ元への単射対応が得られた訳であ
る。残念なことにモンスターの場合と異なり，この対
応はそのままでは一対一にはなっていない７。しかし
ながら，中心電荷７／１０のヴィラソロ元が定める自己同
型を調べて行くうちに興味深い帰納的構造を見出すこ
とができた。

４．２ 三重臨界イジング元

さて，中心電荷１／２の単純ヴィラソロ頂点作用素代
数� ����
� �を用いると宮本の自己同型を構成すること
ができたが，中心電荷７／１０の場合はどうであろうか。

４��	�� ���の共形元は�を��の共形元として���で与えられる。
５この頂点作用素代数を初めて定義したのは G. Höhnであり，彼は�	�のことを the shorter moonshine moduleとも呼んでいる。
６枠付き頂点作用素代数の理論（cf.［DGH, LY, M２］）を用いれば��を用いなくとも枠付き頂点作用素代数として直接�	�を定義・構

成することが可能である。
７当初一対一であろうと期待してなんとか証明しようと試みたもののうまくいかず，Lam氏に相談したところ簡単に反例を提示され

てしまった。



山 内 博

１２― ―

［M１］において宮本氏は中心電荷が１／２の場合に限ら
ず，極小離散系列もしくは BPZ系列（cf.［BPZ］）と
呼ばれる系列の中心電荷の単純ヴィラソロ頂点作用素
代数のフュージョン規則の対称性を用いて頂点作用素
代数の自己同型を構成しており，中心電荷１／２及び７／１０
はその中でもユニタリー系列（cf.［GKO］）と呼ばれ
る系列に属している。そこで中心電荷７／１０の単純ヴィ
ラソロ頂点作用素代数� ������� �を用いて構成される宮
本の自己同型を考えよう。一般の頂点作用素代数 V

のヴィラソロ元 f であって，自身が生成するヴィラソ
ロ頂点作用素部分代数������が単純，即ち� ������� �と
同型になるものを三重臨界イジング元（tricritical Ising

vector）８と呼ぶことにする。
頂点作用素代数 V に三重臨界イジング元 f がある

場合，次のように宮本の自己同型を構成することがで
きる。�������� ������� �の既約加群は

� ������� �，����������������	���
������ �

で尽くされ，また全ての� ������� �―加群は完全加約で
ある。それゆえ，V を������―加群として次のように
等型成分分解することができる：

�� �
�� ��

�

�
�
�

��
�
�

�	
�
�


�
�
�

�
� �

����� （４．４）

ここで�����は� ������� �と同型な������―部分加群の和
を表す。分解（４．４）を用いて V 上の線形変換��を以
下のように定義する：

����
� 
� �������� �������� �������� ����� �

	� 
� ��
���	� ���� ��
�� �

� （４．５）

このとき���������となることが分かっている（cf.

［M１］）。不動点部分代数���
���������� �������� �����

��� ����� �上線形変換��を以下のように定義する：

����
� 
� �������� �����

	� 
� ��
�������� ����� �

� （４．６）

このとき���������
�� �となる（cf.［M１］）。三重臨界
イジング元 f に付随して定まる自己同型���������

及び���������
�� �をイジング元の場合と同様に宮本
の自己同型と呼ぶ。三重臨界イジング元 f に付随する
V 上の自己同型が����となるとき，V において f は
�―型であるという。
�� を２A元として，����� �� ���を考える。����� �� ���

は２次元であり，二つの互いに直交するヴィラソロ元

f 及び�	�で張られていた。命題４．２において f の中心
電荷は７／１０であったが，その証明を簡単に振り返って
みる。まず��のイジング元 e を一つ取り，埋め込み
�����������������
��を固定する。 ������� �及
び� �������
�� に注意すると，全射準同型��� ����

�������� �� が自然に定まる。このとき �
�
 の
逆像�	� �
�� �は�������
�より位数４になるが，頂点
作用素代数の理論から２A-pureになることが証明でき
る９。よって，定理２．１より，あるイジング元�����が
存在して， ������� ���，����� �����������となること
が分かる。このような二つのイジング元 e 及び��で生
成される頂点作用素部分代数の構造は良く分かってお
り（cf.［M１］），不動点部分代数 ����� �� ���のヴィラソ
ロ元は e 及び��を用いて書き表すことができるため，
命題４．２にあるヴィラソロ元は三重臨界イジング元で
あることが証明できるのである。より詳しく，この三
重臨界イジング元を f とすると，f は���上�―型であ
り，�� �������� �は f に付随する�―型の宮本の自
己同型と等しいことも分かる。その結果，定理２．１の
応用の一つとして次の一対一対応を得ることができ
る。
定 理４．３．���の�―型 三 重 臨 界 イ ジ ン グ 元 と
������� �� の２A元の間には�―型の宮本の自己同
型で与えられる対応�����により一対一対応がつく。
この議論において特に注目したいのは，任意の２A

元�� �� �������
�に 対 し て，あ る イ ジ ン グ 元
�����が存在して，����� ����かつ���������となる
事実である。これは の２A元の情報は の２A元の
性質から決まってしまうことを意味し，特に の２A

元は大きく見積もっても６―互換性を持つことが分か
る。��において二つのイジング元で生成される部分
代数には大きな制約・関係式が入っており（cf.［LYY

２］），その構造を詳細に調べることで次の の ���� �―
互換性を定理２．２の帰納的帰結として得ることができ
る。
定理４．４．二つの２A元����� について，���� ���が
成り立つ。
この事実はもちろん散在型単純群の理論によって知

られていたものであるが，頂点作用素代数の理論から
も導出・再解釈することができるのである１０。

５．E７図形の由来

［Mc］においてマッカイはフィッシャー群，ベビー
モンスター及びモンスターと		，	�及び	
型図形の

８この名前の由来もイジング元の場合と同様で，� ������� �に付随する共形場理論が三重臨界イジング模型と呼ばれるためである。
９これは
 ���� ������		 ������という群構造（cf. ［ATLAS］）からも分かるが，散在型単純群の理論を使わなくとも示すことができ

る。
１０もちろん，（４．３）の分解を得る際に［ATLAS］を使っているため，完全に散在型単純群の理論を使わない訳ではない。この分解（４．３）

を頂点作用素代数の理論だけから導出するのは今後の研究課題の一つである。
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間の奇妙な関係を発見・発表した。ここではモンス
ター及びベビーモンスターの場合について考える。
���� を２A元，即ち２A共役類に属する元とす
る。積 ab の属する共役類を ��� �で表すとき， ��� �

は１A，２A，３A，４A，５A，６A，４B，２B，３Cのいずれかにな
る（cf.［C］）。ここに現れる数字が丁度��型ディンキ
ン図形の最高ウェイトのラベルに一致することをマッ
カイ［Mc］は発見した：

（５．１）

同様に，���� を（ベビーモンスターの）２A元と
し， ��� �をその積が属する（ベビーモンスターにお
ける）共役類とすると， ��� �は１A，２B，３A，４B，２
Cのいずれかになり，これらの数字は��型ディンキン
図形の最高ルートのラベルに一致する：

（５．２）

２４次のフィッシャー群����と��型ディンキン図形の間
にも同様の関係がある。
この三つの散在型単純群と例外型ディンキン図形の

間の関係には何か自然な数学的な構造が潜んでいるの
ではないか？という問題が考えられる。定理（２．１）
より の２A元と��におけるイジング元の間には一
対一対応があり，また（３．２）よりイジング元は��型
ルート格子特有のヴィラソロ元と考えることができ
る。このアイデアに注目して［LYY１，LYY２］では
格子頂点作用素代数�����のイジング元を研究し，丁度
定理２．２にある関係が全て�����で実現されることを示
した。さらに［LM］によって��において二つのイジ
ング元が生成する部分代数の構造は［LYY１］で考え
られた�����において二つのイジング元が生成する部分
代数のものと全く同じであることが示された。これら
の結果から，（５．１）にある図形のラベルと共役類の間
に明確な対応をつけることができる。
同様の話は と��の場合にも考えられるが，今回

の研究ではこれまで見てきた と��の間の強い帰納
的構造に注目し， と��の関係から と��の間の関
係が自動的に導かれることが分かった。その詳細は論
文［HLY］にゆずるとして，ここではその概要を述
べる。定理４．３より の２A元と���の三重臨界イジ
ング元の間には一対一対応があり，また三重臨界イジ
ング元は�����に固有のヴィラソロ元であるため，��

�

と�����の三重臨界イジング元の関係を調べることが鍵
となるのは と��の場合と同様である。ここで包含
関係� ����	� ��������及び���	�������������を考え
ると，���と�����の三重臨界イジング元の関係は�

�と

�����のイジング元の関係によって記述されてしまうこ
とが分かり，その帰結として（５．２）にあるラベルと
共役類の対応に明確な説明がつけられる。この方法の
良い点は個別の議論を回避して，すでに分かっている
と��のケースから と��のケースを解いている点

と，さらに（５．２）において（拡大）
�型ディンキン
図形ではなくて（拡大）��型ディンキン図形を使う
自然な理由を与えられる点にある。 において はそ
のままでは含まれておらず，その二重被覆２． という
形で埋め込まれている。一方，��は��において	�を
補格子に持ち，	�������がちょうど指数２で含ま
れており，どちらの場合も丁度２倍された状態で考え
ると系列的に考えることができるのである。
最後に，マッカイが見つけた����と��の間の関係も
と��の関係から帰納的に説明をつけられることが

現在までの研究で大方分かっており，こちらについて
も［HLY］にてその詳細を発表する予定であること
を付け加えさせて頂く。
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