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１．は じ め に

銅酸化物の高温超伝導体の発見［１］は強相関電子系
の電子状態と超伝導発現機構に関する理解を深め，物
性物理学の内容を豊かにした．この物質は層状の伝導
電子系を形成しており，電子間には短距離の強い斥力
が働き，電子の運動が非常に制約された系である．こ
のような効果を相関効果というが，そのため常伝導状
態においても通常の金属とは異なる諸性質が観測され
ている．
この層状の強相関電子系をモデル化する際，長年研

究対象になっていたハバードモデル［２］が再評価され
た．このモデルは電子の格子点間の移動と，同一格子
点における逆向きスピンの電子間にのみ斥力が働くと
した非常に単純化されたモデルである．しかし，単純
ではあるが，１次元系を除き未だ厳密な解は得られて
ないのが現状である．
このモデルは金属の金属非金属転移や金属磁性の起

源を調べるために研究されてきたが，高温超伝導の電
子対形成ならびにその対称性の解明にも適応された．
しかし，このモデルでは，観測されている������波対
称の超伝導状態を導くことには成功していない．
高温超伝導体のモデル化として，ハバードモデルと

並んで提案されたモデルとして，２次元 t-J モデル
［３］がある．これは，格子点間を電子が移動する項と
格子点に局在したスピン間の交換相互作用の項から成

り立っている．このモデルに基づくと，スピン揺らぎ
を媒介とした超伝導電子対形成の概念が捉えらえやす
いという利点がある．
これらのモデルは強相関電子系を対象としているた

め，厳密な解を得ることができず，何らかの近似理論
としての結果しか得られていない．実際に起こってい
る現象はこれらの近似範囲でも概ね解明されてきたと
思われるが，厳密な２次元系の問題として捉えると問
題があった．
これに関して，Komaら［４］は１，２次元系のハバー

ドモデルは有限温度にいては磁気的秩序や超伝導秩序
を示さないことを証明し，t-J モデルにおいても同様
の結論が得られると述べている．
一方，Suら［５］は，ボゴリューボフ不等式［６］を用

いて，２次元ハバードモデルは有限温度においては s

波対称の超伝導状態を与えないことを示した．さらに，
Suら［７］は，この不等式を用いて，２次元ハバードモ
デルにおいては有限温度の������波対称の超伝導状態
も実現しないことを示した．
このボゴリューボフ不等式は１，２次元系の有限温

度における磁気的秩序の不可能性［８―１１］や超流動状態
の不可能性の証明［１２］にも活用されてきた．この不等
式を２次元アンダーソンモデルに適応して，有限温度
における磁気的秩序や超伝導秩序の不在の証明にも適
用［１３］されている．
この小論では，ボゴリューボフ不等式を２次元 t-J
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モデルに適用して，有限温度の������波対称超伝導状
態等が実現しないことを示す．

２．t - J ハミルトニアン

格子点の数が N の２次元正方格子で構成された伝
導電子系を考える．これは銅酸化物高温超伝導体の層
状構造をモデル化したものである．この格子上の t-J

ハミルトニアン����は次のような項で構成されてい
る．すなわち，

†
������

���

���	��	�����
����
�������� （１）

である．ここで，
†
	���	��は格子点 i のスピン�（＝��）

の電子の生成，消滅演算子であり，
�は格子点 i に局
在する大きさ１／２のスピン演算子である．
従って，第１項は格子点��間の電子の移動を表し，
�������はその移動積分であり，�����とする．第２項
は格子点間の局在スピン対の交換相互作用を表し，���

はその交換積分を表す． ����の付いた和記号は，格子
点 ij 間の対に関して和を取ることを表す． 以下では，
最近接格子点 ij 間の反強磁性交換相互作用を仮定し
て，�����������とする．
体系の格子点の数を N としたので，	��のフーリエ

変換は次のように定義される．
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ここで，k は第一ブリルアンゾーンの波数ベクトルで
ある．また，後の便宜のために次のような演算子
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†

���	��	���
���

�


�� （４）

を定義する．
����は上で定義した演算子を使うと次のように書き

換えられる．
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更に，Suと Suzuki［７］によって導入された，次の演
算子
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を定義すると，これらの演算子は
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のようにスピン演算子と同じ交換関係を満たすことが
わかる．上の定義式に現れた d は任意の格子点間を
結ぶ格子ベクトル Rdの指標を表す．
演算子��
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のようにフーリエ変換すると，��
�の間の交換関係は
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のようになる．
次に，������波対称の超伝導電子対演算子

† †

�
�
��

�

�������������
 �	��	���

† †��
�
�
���

���
 �	��	�����

��
�
�
���

���
 ���
� �
�� （１０）

†
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を定義する．ここで，��は�で表される最近接格子点
を結ぶ格子ベクトルであり，���
 �は次のような関数
である．正方格子の直交する���軸方向の単位ベクト
ル�����と格子間隔�に対して

�����
 ��������
 ��� （１２）

と定義された関数である．
系の U（１）対称の縮退を解くために，この
�

�
に関す

る外場�を導入して，��
�
�
�
�

�
� �という項をハミル

トニアン����に追加する．新たなハミルトニアン

��������
�
�
�
�

�
� � （１３）

に基づき，
�
�
の統計平均（期待値）を求め，系の大

きさを無限に大きくする熱力学的極限（�→∞）をとっ
てから，外場�をゼロにする極限の後に超伝導秩序が
残るかどうかを調べる．

３．ボゴリューボフの不等式

ボゴリューボフ（Bogoliubov）の不等式［６，１４］はい
くつかの方法での導出されるが，ここでは参考のため
に次のような方法を示す．系の温度を�とし，ハミル
トニアン�の固有状態を代表的に���で表すと

�����
���� （１４）

という固有値方程式を満たす．ここで，
�はエネルギー
固有値を表す．
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任意の演算子���に対して，次のような関数
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������ ������� �（１５）

を定義する．ここで，�は状態和（分配関数）であり，
ボルツマン定数を��として�������である．
この ���� �に対してシュワルツ（Schwartz）の不等

式

† †
���� �� ������� ����� � （１６）

を適応し，更に任意の演算子�を用いて †
������ �と

置くと（１６）式から次のボゴリューボフの不等式

† † †���� �� �
���
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�
���	 
� � ���� ���� �� � （１７）

が得られる．ここで， ���� �������（交換子）で
あり， ���	 
������（反交換子）である．また，
記号 �
 �は統計平均を表す．
ここでは直接触れないが，（１６）式で任意の演算子

���を用いて †
������ �と †

������ �を定義すると，
次の不等式が得られる．
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この不等式は陽に温度を含まないので，���におけ
る基底状態の問題にも適用可能である．

具体的に（１７）式のボゴリューボフの不等式を適用す
るために，演算子�と�を，

��	���
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	 （１９）

とする．これらから，（１７）式の左辺の因子は

†
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 � （２０）

となり，�に依存しない定数となる．
（１７）式の右辺の二重交換子の項は，交換関係を具体
的に計算すると次のような結果となる．
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ここで，�
���
�������������および，
�
����
���と定義した．
（２１）式の統計平均をとると次のようになる．
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上の式を評価するために，（２２）式の右辺第１項を
�（２２），第２項を�（２２），及び第３項を�（２２）と置いて
具体的に調べてみる．
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ここで，����
������
�と置き，�を
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と定義した．ここに現れた移動積分�
�の格子点
�の選
び方は，一般に任意性があるが，モデルに対する仮定
に依存する．最近接，あるいは第２近接格子点までを
仮定した場合が多く取り扱われてきた．ここでは特に
指定しないが，�は有限であると仮定する．更に，不
等式 ���	
������を使った．また，便宜のため，電
子の総数��を

†
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とし，電子数密度�を定義した．
次に，�（２２）は次のようになる．
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ここで，
を
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と置いた．ただし，���
�であるので，
と�は最近接
格子点である．最後の因子は
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で，１のオーダーの量である．最後に，
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従って，（２２）式全体を上の不等式を考慮して書き換
えると次のようになる．
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一方，（１７）式の右辺の †
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となる．
†次に，（１７）式の両辺を ���
 ���
 �� �で割り，両辺

を第１ブリルアンゾーンに亘り波数ベクトル�で和を
とって得られる不等式
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を考える．
上式の左辺は（３１）式を考慮して�で和をとると
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となるので，（３２）式は，右辺の分子に（２０）式を考慮し
て，
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となる．ここで，
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と定義した．
更に，少し式変形をすると
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の不等式を得る．
���とする熱力学的極限をとってから，外場�を

ゼロとする極限で超伝導秩序パラメータを表す（３６）式
が有限の値を取れば
�����波対称の超伝導状態が実現
可能であり，ゼロとなれば，超伝導状態は実現しない
ことを意味する．
���とする熱力学的極限を取ると，（３７）式の�

に関する和は�に関する積分に置き換えることが出来
るので，具体的に計算を実行する．
対象の系を２次元正方格子としているので，（３７）式

の右辺分母の第１ブリルアンゾーンに亘る積分は，積
分に寄与する主要部分（�～０領域）に注目し���

を考慮すると，次の積分
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で近似できる．ここで，��は第１ブリルアンゾーン
に相当する波数である．
（３６）式の����は（３５）式と（１０）式から，
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と表される．一方，（３８）式と（３７）式から熱力学的極限
を取った後で，外場�をゼロとする極限を取ると

定数
��� ��
� �
�� ����	

�
���
���
�
�

���
�	����� ���

�� （４０）

となるので，
�����波対称秩序パラメータも
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のようにゼロとなり，
�����波対称の超伝導状態は実
現しないということが示される．

４．お わ り に

本来の���モデルは同一格子点には２つの電子は来
れないという制限条件を課したもとで電子の状態を考
察する必要があった．しかし，ここではこの条件を緩
和して計算を進めた．この条件緩和は超伝導状態の実
現にとっては有利な条件である．この条件のもとでも
２次元���モデルでは
�����波対称の超伝導秩序は生じ
ないことが示された．具体的な証明は２次元系で行っ
たが，１次元系でも同じように�積分の赤外発散が起
こるので超伝導秩序は生じないことになる．
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Suら［７］は文献［１５］の相互作用があれば２次元系で
も超伝導秩序が可能かもしれないと言及しているが，
そこで提案された相互作用を正確に取り入れれば，や
はり超伝導秩序は現れないことが示される．
最近接格子ベクトルの代わりに第２近接格子ベクト

ル���を用いて

������������������������� � （４２）

のようにして，（１２）式の代わりに，

�������� ��� ������������ ��� ��� （４３）

とすると，���波対称の超伝導秩序パラメータに関す

る

�����
���

���� ���������	 
 （４４）

という量が得られる．しかし，���� ���� ���が成り立
つので，���波対称の超伝導状態も実現しないことが
わかる．
さらに，����に関する���� ���� �がゼロとなるこ

とから，�対［１６］形成による秩序状態も実現しないこ
とになる．
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