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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　§Ｏ　はじめに

　この論文では,整数環Ｚのイデアル㈲よる剰余環

　　　　　　　　　　　　　　　　　Z≪(=Z/(n)) = {0, 1, 2, ･･･,n-2,n-l }

の零因子グラフ，その隣接行列凡の固有多項式/（Ｚ。,λ）の係数の間の関係や直交性や大小関係とイデアルとの関連

などを代表的な,zで具体的な場合を考察する．

Ｚ。の零因子全体の集合Z{Zn)からＯを除いた集合Ｚ＊（Ｚ,１）を頂点集合とし，異なる二つの頂点α，＆が辺である

とは, a6 = 0のときであるとする。このように定義したグラフをＺ,1の零因子グラフといい,Γ（Ｚ,1）と記す。

R. LevyとJ. Shapiroは，次の定義を与えた．

　定義1 ([3]).単純グラフＧめ二頂点ａ，ゐに対して，大小関係ａ＜hであるとは，αとゐは隣接していないが,ゐ

に隣接しているすべての頂点ｘは頂点αにも隣接しているときであるときをいう.

　ａ＜bかつａ＞hのとき，二頂点αとかは同値であるといい，α～ろと記す．

　定義2 ([31).　ａ,　bが直交するとは，ａとゐは隣接しているがa, b両方に隣接している頂点が存在しないときを

いいバ7・ゐと記す．

　定義３(【ID.グラフＧが直交補グラフであるとは,Ｇの任意の頂点ａに対して,α・ゐとなる頂点＆が存在するとき

をいう．

　定義4ai]).グラフＧが一意直交補グラフであるとは,Ｇは直交補グラフでかつ,２１ｂ,　ａ・ｒなら，ｂ～εとなる

とき，即ちαと＆が全く同じ頂点に隣接しているときをいう．　ト

グラフG= iV(G), E{G))において, V(G) = { % %
■■･>1･,}とおく．頂点Viの次数をd(りで表す．このとTき数列

(j(り).diり),･■･, div,))をＧの次数列という．

　大小関係，直交性とイデアルの関係の基本性質として次の補題を述べよう．

補題1([３ＤＪが平方因数を持たない整数とする．このとき√Ｚ,μこ対して次のことが成立する．
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(1)もし二つの巾等元a, bが同値であるなら, a = bである．・．．･･　．．・　　　　　．･

(２)α,beZ*(Z。)に対して，ａ！ｂであることと，それらの元で生成される単項イデアル(α)と(1･)の間には(α)⊂(ゐ)な

る関係が存在する．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ト　，　　十

(3) a・ズ,ズ～タなら,α・ﾀ.

(4) a・ｘ,b上ｘなら,α～b，

{5)a,xがともに巾等元とする．このとき,α上ｘであることは,x=l-aであることに同値である．

定義5 ([2】)．グラフＧの辺全体の集合の部分集合μがＧの２－マッチングであるとは,財が２つの辺からなり，その

辺が互いに隣接していないときをいう．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十

【2】において,２－マッチングの個数の計算法として次の定理が示された．

定理２([２]).頂点数がfの単純グラフＧにおいて,次数列が

　　　　　　十　　　　　　　　　　　　　　　idi,d2,d^,- ･■,d^

とする．このとき,Ｇの２－マッチングの総数ｇｇは次式で与えられる.

　　　　　　　　　　　　　　　　　”jf゛1(Σに嗚)2－1Σ(
,2,1ΣL1め

但し，diは各頂点の次数とする．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　§l.n=15の場合の零因子グラフr(Zi5)

Zi5={0,1,2,3, ･･■,14}の零因子の集合Ｚ(Z15)は次で表わされる.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Z(Zi5) = { 0,3, 5,6,9,10,12 }

で,その個数はオイラー関数伊佃)を使用して．,-ﾀﾞ,佃)個となる．０を除いた集合はそれより1少ない個数である．

　　　　　　ニ　　　　　　　　　　　　　　　　Z*(Z15) ={ 3,5,6,9,10,12 }

であるから, Zi5の零因子グラフは６個の頂点からなり，次数列

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(2.4,2,2,4,2)

となる．辺は

　　　　　　　　　　　　　　[3,5], [3,10],[5,6],[5,9],[5,12],[6,10],[9,10],[10,12]

の８個の辺からなる単純グラフである．その隣接行列y115は次のように６次の正方行列になる．
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　行列＼Al5の固有多項式/(λ)は,/(λ)＝λ6-8λ4となる．

　固有多項式の係数とグラフの関係は，λ4の係数の－8は辺の個数(=サイズ)の個数にマイナスをつけたものを表

わし，λ3の係数はグラフの三角形の個数の２倍の符号を変えたものを表わしにのグラフには三角形がないから０

である．また，零因子グラフr (Z15)はループを持たない無向グラフだから２ －マッチングの総数をnM, 4 -サイク

ルの総数を恥とするとj2]より，λ2の係数は,０であるが,これはnM~2ncを計算するとＯになる．何故なら，　犬

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Hm = 12, ≪c = 6

だからである．これらをまとめると，

定理３｡Z15の零因子グラフr (Z15)に関して次のことが成立する．
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整数環の剰余環の零因子グラフとその隣接行列の固有多項式

(1)零因子グラフr (Zis)の隣接行列y115の固有多項式は/(Zl5,λ)＝λ6－8λ4

(２)２－マッチングの個数nM= 12

(３)異なる４－サイクルの個数は６個である

(４)３１５,３１１０,５１６,５上９,5112,６上10,9上10, 10上12.従って,Γ(Z15)は一意直交補グラフである.

(5) Zi5のイデアルは, (5) = (10) = { 0, 5,10 }, (3) = (6) = (9) = (12) ={ 0,3,6, 9,12 }及び

(1)＝(２)＝(４)＝(７)＝(８)＝(11)＝Z15と(○)の４個である

(６)同じイデアルの２つの生成元ａ,ｂは同値(ａ≦b,a>b)である.

　　　　　　　　　　　　　　　§2≫=16の場合の零因子グラフｒ(Ｚ１６)

　Zi6= { 0,1,2, 3,･･･,15}の零因子の集合Z(Zl6)は次で表わされる.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Z(Zi6) ={0,2,4,6,8,10,12,14}

で,その個数はオイラー関数妁1)を使用して。≫ - (pin)個となる．０を除いた集合はそれより1少ない個数である.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Z*(Zi6) = {3,4,6,8,10,12,14}

であるから, Zl6の零因子グラフは７個の頂点からなり，次数列(1,2,1,6,1,2,1)となる．辺は

　　　　　　　　　　　　　　　[2,8],[4,8],[4,12],[6,8],[8,10], [8,12],【8,14]

の7個の辺からなる単純グラフである.その隣接行列恚6は次のように７次の正方行列になる．
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　行列y116の固有多項式/(Zl6,λ)は,/(λ)＝17－7λ5-2λ4＋4λ3となる．

　前に述べたように，固有多項式の係数とグラフの関係は，λ5の係数の－７は辺の個数(=サイズ)の個数にマイナス

をつけたものを表わしλ4の係数はグラフの三角形の個数の２倍の符号を変えたものを表わし，このグラフには三

角形が１個だから－２である．また，零因子グラフΓ(Z15)はループを持たない無向グラフだから２－マッチングの

総数をflM, 4 -サイクルの総数を恥とすると，λ2の係数は,４であるが,これは均f-2加を計算すると４になる．何故

なら．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　吻

だからである．これをまとめると，

定理4.Zi6の零因子グラフr(Zi6)に関して次のことが成立する.

(1)零因子グラフr(Zi6)の隣接行列y116の固有多項式は/(Zl6,λ)＝λ7－7λ5－2λ4十.4λ3

(2)2-マッチングの個数ｇｙ＝4

(３)異なる４－サイクルの個数は４個である

(４)２１８,６１８,８ｉ１０,８１１４．従って,４は直交な補元を持たないからr(Zi6)は直交補グラフではない．これは，

16が平方因数を含むためである.

(5)零因子グラフで全く同じ隣接の仕方をする頂点が同じイデアルの生成元になる，これを使用してもZ16のイデ

アルは，

(Ｏ),(1)＝(３)＝(５)＝(７)＝(９)＝(11)＝(13)＝(15)＝Z16,(２)＝(６)＝(10)＝(14),(４)＝(12),(８)

の５個であることが分かる.

　　　　　　　　　　　　　　　§3 n=12の場合の零因子グラフr(Zi2)

　Zi2 = { 0,1,2,3,…,11}の零因子の集合ｚ(Z12)は次で表わされる．

３
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Z(Z12) = { 0,2,3, 4,6,8,9,10 }

で，その個数はオイラー関数Ф(12)を使用して, 12- Ф(12)個となる．０を除いた集合はそれより１少ない個数であ

る.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Z*(Z12) ={2,3,4,6,8,9,10}

であるから,Z12の零因子グラフは７個の頂点からなり，次数列(1, 2,3,4,3,2,1)となる．辺は

　　　　　　　　　　　　　　　　[2,6],[3,4],[3,8],[4,6],[4,9],[6,8],[6,10],[8,9]

の８個の辺からなる単純グラフである．その隣接行列A12は次のように７次の正方行列になる．

０　０　０　１　０　０　０

０　０　１　０　１　０　０

０　１　０　１　０　１　０

１　０　１　０　１　０　１
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　行列Al2の固有多項式f(Zl2,λ)は,f(λ)＝λ7-8λ5＋8λ3となる．

　前に述べたように，固有多項式の係数とグラフの関係は，λ5の係数の－8は辺の個数(=サイズ)の個数にマイナス

をつけたものを表わし，λ4の係数はグラフの三角形の個数の２倍の符号を変えたものを表わし，このグラフには三

角形がＯ個だから係数もＯである．また，零因子グラフΓ(Zl2)はループを持たない無向グラフだから２－マッチン

グの総数をnM, 4 -サイクルの総数をncとすると，λ3の係数は，８であるが,これはnM-2ncを計算すると８になる．

何故なら．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　剽

だからである．これをまとめると，

定理5.Z12の零因子グラフr(Z12)に関して次のことが成立する.

(1)零因子グラフr(Z12)の隣接行列A12の固有多項式はf(Zl2,λ)＝λ7－8λ5＋8λ3

(２)2－マッチングの個数njif = 14

(３)異なる４－サイクルの個数は３個である　　　　　　　　‥

(４)２１６,３１４,３１８,４１６,４上９,６上８,６１１０,８１９．従って，Γ(Z12)は直交補グラフである．

４１６,４１９だが,6-^-9,従って, r(Zi2)は一意直交補グラフではない. (9)≠(6).これはn = 12が平方因数を持つ

ことが原因である.

(５)零因子グラフで全く同じ隣接の仕方をする頂点が同じイデアルの生成元になる．これを使用してもZ16のイデア

ルは．

　　　　　　　　　　　　(O),(1)=(5)=(7)=(11)=Z12,(2)＝(10)，(4)＝(8)，(3)＝(9)，(6)

の５個であることが分かる．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　▽

　これらのことは，上の定理の場合と同様に一般の自然数削こ対して拡張できる．例えば,ｎが素数でないと仮定す

る．ｎが平方因数を持たない場合は,定理３と同様な結果が成立する等．
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