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1．研究の目的 

 ビーズチェーンを絡まないようにコップに入れ，あ

る程度の高さからビーズチェーンの端をコップから落

とすことにより不思議な運動が始まる．ビーズチェー

ンはコップの縁につかず，浮き上がったような様子で

すべてのビーズチェーンが落ちる[1]．この現象は重力

の法則に反しているように見えることから（アンチ）

ニュートンビーズと呼ばれている． 

 ニュートンビーズの軌道形状は，チェーンが連続体

（ひも）近似できるとし，定常状態が実現すると仮定す

れば，反転カテナリー（逆懸垂線）曲線となる[2,3]．

カテナリー曲線は，一様重力のもとでひもを垂らした

ときに実現する形であり，重力の大小によらず，両固

定端の座標，ひもの長さといった境界条件のみによっ

て定まる．そのため，月の上でも同じ形が実現する．

ニュートンビーズの反転カテナリー曲線の場合も，遠

心力は張力を一様にシフトする効果のみをもつことが

示されるので，重力や質量密度には依らず，立ち上が

り(pick-up)点，最高到達点，着地(pick-down)点など

の境界条件によってのみ形が決まると考えられる．1そ

のため月の上でも境界条件さえ適当に与えることがで

きるならば，同じ曲線が得られるだろう． 

 では，地上における特殊事情である空気による粘性

抵抗の効果を考慮すると軌跡の相対的形状はどのよう

に変化するだろうか．ここでは，空気抵抗を考慮して

                                                             
1 ただし，重力の強さのみならず，質量密度，ビーズの形状

といった物質定数が，定常状態で実現する速度や，立ち上が

り点，着地点での張力などを通して，境界条件そのものに間

接的に影響を与えると考えられている[2,4]． 

も定常状態が実現するものと仮定し，つりあいの方程

式を立て，チェーンの形状解析を行う．解析にあたっ

ては，まず，抵抗が小さいときに有効と考えられる摂

動論を用いて近似解を構成し，その適用限界，問題点

について考察する．次に，摂動解を元に，くりこみ群

の手法により大域的近似解を導出し[6,7]，その有効性

について，検討を行う．最後に厳密解を導出し，くり

こみ群の方法による大域的近似解との比較を行う． 

2．ニュートンビーズの軌跡形状 

 まず，文献[2]で与えられている，空気抵抗のない

場合の形状解析を簡単にフォローしておく．ニュー

トンビーズの定常状態で という曲線が実現した

とする．適当に原点をシフトして 0 0とできる．

図 1(a)にセットアップを示す．  
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曲線上の任意の基準点から曲線に沿って , の位

置までの曲線の長さを とする．チェーンが曲線

の接線方向に動く（一定の）速度を ，速度の方向と

鉛直上向きのベクトル	 	がなす角度を とする．こ

のセットアップでは， ′ cot , ′ 1/ sin ，

を曲率半径として，1/ ′ ′′ / ′ で

ある．チェーンの単位長さ当たりの質量を ，重力加

速度を として，図 1(b)にチェーンの微小線要素に

はたらく力を示した．内力を赤で示している．チェ

ーンの接線方向とそれに垂直な方向の力のつりあい

の式は微小量の最低次まで残すと，次の形になる． 

	

′ cos , 

′ sin 	 .	

 

この微分方程式を解くと反転カテナリー曲線が得ら

れる． 

 

 cosh . (1)  

 

ここでの , , は積分定数である． 0で 0を

課すと， cosh / である．もともとの力学

定数 は積分定数 の中に繰り込まれており，このこ

とから，平衡状態でのチェーンの形状は重力の大小

によらず，境界条件のみによって定まることが分か

る．また速度 の効果は，遠心力項を通じて，チェー

ン内部の張力を一様に だけシフトするのみであ

り，定常状態が実現するとする近似のもとでは，形

状の観測量には一切効いてこない． 

3．空気抵抗と摂動解 

空気抵抗とは，物体が空気中を進むときに空気から

受ける力のことである．そして，空気抵抗は空気のず

り粘性に起因する．チェーンがある形を保って速度が

一定の になったとする．チェーンの周りの空気には

チェーンと同じ向きに流れが形成されると考えられる．

このとき，流れが層流であればチェーンには単位長さ

当りおよそ / 2 /ln / の抵抗力がはたら

くことになる．ここで， は空気のずり粘性係数， は

チェーンを円柱近似した場合の断面の半径， はシス

テムサイズ（運動するチェーンの影響が及ぶ限界距離:

カットオフ）である．この場合の抵抗は速度に比例す

る．層流乖離点が存在し，乱流や渦が発生する場合に

は，抵抗は速度に比例するとは限らない．代表的な例

は流体中の物体が受ける慣性抵抗であり，抵抗力は速

度の二乗に比例する．以下の議論は抵抗力が速度のい

かなる関数であっても成立する．単位長さ当りの抵抗

力を / と置く． は無次元の抵抗力であ

り，粘性係数とチェーン形状にも依存する速度の関数

である．粘性抵抗の場合は	 2 / log / ，

単純な慣性抵抗の場合は ∝ である．本記事では を

抵抗パラメータ」と呼ぶことにする． 

抵抗を考慮した場合，接線方向の力のつりあいが次

のように変更を受ける． 

 

 ′ cos , (2)  

 ′ sin 	 .	 (3)  

	
この二式から についての方程式をつくると次の微

分方程式が得られる． 

 

1 ′ 1 ′′ 	0.	

	
抵抗がゼロの場合，この形状決定方程式には重力加速

度や質量密度などの物質定数は現れない．これらは抵

抗パラメータ を通してのみ，ビーズの形状に影響を与

え得ることが分かる．上の方程式は を含んでいない

ので， ′についての二階の微分方程式である． 

 

 
1 	 1 . 

 
(4)  

この方程式の摂動級数解を次のように表す． 

 

⋯.	
 

これを微分方程式に代入し，オーダーごとに解くこと

を考える．次の無限タワーが得られる． 

 

′′
′

′
1

0, 

′′
2
1

′
′ 2 ′′

1
′

1
,	

⋮	
 

ゼロ次の方程式は非線形微分方程式であるが，両辺を

積分すると， を積分定数として 1 とな

る．これを変数分離法で解けば，解は sinh

となる．これを で積分すると反転カテナリー曲線

(1)が得られる．一次の補正 の決定方程式は，次の二

階の非斉次線形微分方程式となる． 

 

2 tanh 1 2 sech

cosh ≝ . 

 

まず， ≡ cosh が一つの斉次解になって

いることはすぐに確かめられる．これをもとに一般解 
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を構成してみよう[5]．ロンスキー行列式は 

 

Δ ∝ cosh , 

 

であるから，もう一つの斉次解は， 

 

≡ cosh . 

 

斉次解のセット , cosh , cosh

が得られたので，ヘヴィサイドのステップ関数

を用いてグリーン関数を 

 

, ≡ ′
	
Δ

, 

 

と定義すれば，特解 （の一番簡単なチョイス）は， 

 

, ′ ′ ′
2

cosh ,	

 

となる．一般解は特解と斉次解の和であるから， と

を任意定数として， 

 

cosh
2

. 

 

摂動を開始する点を とすると，	 , ′ に対する

摂動補正が消える条件から積分定数 と が定まり， 

	

2
cosh ,	

 

となる．一次までの摂動解は次のようになる． 

	

, sinh
2

cosh . 

 

原理的には任意の次数まで同様にして補正項を計算

することができる．積分して / と選べば， 

 

cosh

cosh

2
2

sinh . 

 

  
 

図 2 
 

 

摂動を開始する点μ=-b/a から離れ|x-μ|≫1/a の領域に

入ると，摂動項が病的な振る舞いを示すことが見てと

れる． 0と選び， 1としたときの摂動

解の振る舞いを図 2 に示す．各曲線は，

0, 0.2, 0.4, 0.6の場合の形状の振る舞いである． がどん

なに小さくとも， ≪ 1の領域では現実のビーズチェ

ーン形状からかけ離れた振る舞いを示している．この

摂動項の異常は，力学系における永年項と類似した振

る舞いと言える． 

 次に進む前に，これまでの二階の微分方程式の解析

を，一階の二成分ベクトル方程式に対する解析として

捉え直してみる．(4)式において， ＝ , ＝ と

おくと，次の一階のベクトル微分方程式が得られる． 

 

 
/ 1

0
/ 1

.	
(5)  

ゼロ次の解は， 

 

; ,
; , ＝

sinh
cosh ,	

	
となる． , は初期ベクトルと一対一に対応するパ

ラメータである．今の場合，ゼロ次の方程式が非線

形であり，独立基底ベクトル解の線形結合の形には

書けていない．この点は，ゼロ次の方程式が線形方

程式に帰着することで，一般解が独立基底の線形結

合となり，その係数が初期ベクトルと一対一に対応

する他の多くの例とは異なる[8]．一次の補正に対す
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る方程式は，線形方程式となり で初期（補正）

ベクトルがゼロとなるような解は一意的に見つける

ことができる．結果は，先の議論を参照すれば， 

,
, ＝

2
cosh

2 tanh
. 

 

となる．	 の一次までの摂動解は次のようになる. 

 

,
, ＝

, ,
, ,

,
, . 

4．くりこみ群による大域近似解の構成 

 さて，このように摂動項が異常を示す場合，大域

的解を構成する処方箋がいくつかある．力学系にお

いては多時間尺度展開法，Bogoliubov の平均化法，

くりこみ群法[6-10]などが挙げられる．ここでは，く

りこみ群の方法で大域的解を構成してみよう．基本

的な考え方は，積分「定数」を摂動開始点 （＝くり

こみ点）の関数に格上げすることである; , →

, ．そうすることで を離れても近似が

できるだけ破綻しないようにする．パラメータがく

りこみ点にどのように依存するべきか，指針を与え

てくれるのがくりこみ群方程式であり，幾何学的に

は包絡線の構成方程式と解釈できる[7]． 

 

, 0. 

 

この条件がコンタクト点 で成り立つようにす

る．具体的に計算をすると，例えば[7]で例示されて

いる減衰振動の問題とは異なり，これだけでは必要

な式が出てこない．そこで，文献[8,9]にならい，ベ

クトル方程式に対する解ベクトルに対して条件 

 

,
,

0
0
,	

 

を課す．この条件は二次元相空間上の解軌道群がつ

くる包絡線の構成方程式として見ることができるだ

けでなく，この条件を解いて得られる解は元の微分

方程式を同じオーダーまで（今の場合 の一次まで）

で満たすことが示されている[7-9]．具体的に計算す

ると，上の条件は以下の二本の微分方程式＝くりこ

み群方程式に帰着する． 

 

0, 

0. 

 

変数分離法を用いてこれらの微分方程式を解くと次

が得られる． 

 

1
	, 

1
log 1

	. 

 

これらを一次の近似解 , に代入し， と選ぶ

と，次の大域的包絡線解 , が得られる． 

 

1
2

; , 0
1
; , 0

, 

 

ただし， 

	 ; , ≡ 1 . 

 

これがくりこみ群で改良された解である．1/ を含ん

でおり，ナイーブな摂動論では出てきそうにない形

をしていることに注意されたい． → 0の極限では，

lim
→

; , である．また，関数 ; , へ

の乗数の効果を調べると，以下のようにパラメータ

の変更に繰り込めることが分かる． 

 

; , 	 ; ,
1

. 

 

これを用いると，くりこみ群による大域解 は次

のように簡単に表記できる． 

 

1
2

; 	,
1

; 	,
, 

,
1

. 

 

, の代わりに，上の , を新しいパラメータと

見れば，ビーズの形状は， / を積分し

て，次式が得られる． 

 

1
2

1
1

1

1
1

1 . 

 

あるいは，パラメータ ,	 }の代わりに，より物理的

な意味が明らかな 1/ ,	 / を採用する

ことにすれば，大域解は，次のように書き直される． 
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図 3 
 

2

1

1

1

1
.	

この表示では， で が最大値を取ることが明

らかである．一方， をスケールパラメータと呼ぶこ

とにする．例えば， の値が 倍に変化すると の

グラフは変化するが，軸と 軸を共に 倍にスケール

（ズームイン）して見れば，グラフは重なる．2 

 ここで得られた大域解は，抵抗パラメータ がゼロ

の極限で反転カテナリー曲線 cosh

/ を正しく再現することが分かる．また，  に

ついて展開し，1 次までとれば，病的な摂動項を再現

する． 

 図 3 では， 1, 0と選んだときの，大域解

をプロットしている．原点で 0になるように を

選び，比較しやすいように図 2 と同じスケールで描

画した．抵抗力がゼロで無い場合，ビーズの形は左

右非対称となっているが，摂動解のようなおかしな

振る舞いは無い．定性的には抵抗力が大きくなると

最高点より右側では急激に落ちるようになる． 

 具体的な定量的比較をするためには境界条件を指

定して，パラメータ , を決めなければならない． 

しかし，抵抗値を決めたときに，実現する境界条件 

 
表 1 

                                                             
2 大域解が / / の形をしているので当然である． 

図 4  
 

がはっきりしない．これは，定常状態に至る過渡的

状態について全く知識がないからであろう．ここで

は，半定量的な比較をするために，立ち上がりの角

度を 45°，最高到達点を y=1 に揃えて横方向の相対

的な形の比較を行う．この二つの条件から，  が与

えられたときに， , をユニークに決めることがで

きる．表１に各抵抗値に対して，決定されたパラメ

ータ , の値を記載した. 

 図 4 にビーズチェーンの形状をプロットした．い

ずれの曲線も， 0で 45°で飛び出しており，最高

点 1に到達したあとに降下している．降下の具合

は抵抗が大きくなるにつれて急激になる．最高点に

到達する は，抵抗が大きくなるにつれて左にシフ

トしている． 

 抵抗力を増加させたときに，最高到達点が上下どち

らにシフトするのか，この解析だけからは分からない．

言えることは，実験の条件を整えることで，立ち上が

りの角度を 45°に揃えることができたとして，最高到

達点が 1に見えるようにスケールを変更して見た

ときに，図 4 の形が実現するということである．スケ

ールもきちんと決めることができれば，最高到達点に

ついても予言ができるようになる．このためには，定

常状態に至る過渡的状態について知る必要がある．チ

ェーンがいかにして定常状態へと至るのか，チャレン

ジングな今後の検討課題である． 

 5．厳密解との比較 

 この問題には厳密解が存在する．ここでは，厳密

解を導いて前節のくりこみ群による大域解と比較す

る．(2)式と(3)式から ′ / を作り積分

すると，第一積分定数を として， 

 0 0.2 0.4 0.6 

 2.41 2.14 1.90 1.68 

 2.13 2.06 2.00 1.95 
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sin
cot

2
. 

 

これを用いて，(2)式から を消去して

sin などを用いて整理すると， 

 

1
2
sin

2
cot

2
1
	, 

 

両辺を積分すると， を新しい積分定数として， 

 

1
1 cot

2
. 

 

従って， 

 

cot
2

1
/

. 

 

ところで， cot cot /2 1/ cot /2 で

あるから，これを について積分すると， 

 

2

1

1

1

1
. 

 

これが厳密解である．くりこみ群による大域解と一

致していることが分かる．すなわち，この問題は，

一次の近似解をもとにくりこみ群方程式により改良

を施した解が厳密解に一致する一例を提供している．

くりこみ群による大域解と厳密解が一致する十分条

件については[11]で調べられており，これによれば

一次の摂動解に永年項以外の正則な部分がない場合

には，くりこみ群による大域解は厳密解に一致する．

ここで考えた例でも， → ∞で正に発散する項を永

年項と捉えるならば，この条件を満たしている． 

6．まとめ 

本小稿では，空気抵抗がニュートンビーズの定常状

態における形状にどのような影響を与えるのかについ

て考察を行った．空気抵抗を摂動的に取り扱うと，非

物理的な振る舞いが生じることが分かった．そこで一

次の摂動解をもとにくりこみ群の処方箋により大域近

似解を導出し，摂動解との比較を行った．大域的近似

解では，非物理的な振る舞いは消失するだけでなく，

厳密解に一致することが確認された．ビーズチェーン

の平衡形状に対する空気抵抗の定性的な効果は，最高

点を与える点に関する反転対称性を破ることである．

また，立ち上がりの角度を揃え，同時にスケール変換

で最高点を揃えることで，抵抗がビーズチェーン形状

に与える効果について半定量的な比較を行った．抵抗

が大きくなるにつれて，最高点を与える点は立ち上が

りの点に近くなり，最高点に到達した後のチェーンの

降下の度合いは大きくなることが分かった．これらは

直感と合致する． 

今後の展望をいくつか挙げておきたい．一つは先述

したように，定常状態が実現するメカニズム，及びそ

れに至る過渡的過程を明らかにすることだ．これは，

ニュートンビーズが上昇する原因を突き止めることで

もある．この要因として，慣性力や垂直抗力などが考

えられてはいるが，未だにコンセンサスはない．これ

を明らかにすることで，境界条件の取り方についての

何らかの指針が得られるだろう．管中の流体の輸送に

ついてのサイフォンの原理との関係性•類似性も興味

深い．また，応力が張力のみのひも状のチェーンだけ

でなく，柔らかいゴムのような（小さな曲げ応力のあ

る）弾性体でもニュートンビーズ現象が現れるのか，

実験的にも理論的にも面白い研究テーマである． 
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