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ICTを利用した数学的探究の教材イとを進めていくための基礎的考察

-mathematica を使った数学的探究 r~π は乱数』なのか?J を手がかりに-

数学科飯島康之，天羽康

Fπ は乱数J なのか?~という間いに関して，ラズベリィパイ上の mathematica を使って天羽，飯

島が進めた数学的探究の禄予を令取り組んだ問題の変化に即して記述しそれを元に ICTを利用した

数学的探究の教材化を進めていくために重要と思われることを考察したっ今後の「理数探究」に向け

た教材開発・授業開発に生かしていきたい。

くキーワード>ICT利用，数学的探究， mathematica，π，乱数

1. はじめに

本稿の筆者は，本校の校長 a 教諭Jで、あると同時に司愛知教育大学大学院教育学研究科の指導教員 e 院

でもある。今後の附属高校での新しい教育研究・実践を生み出せる核になるような研究を目指して、

この 1年間取り組んで、きた。一つの具体的なターゲットは，新しい学習指導要領の中での「理数探究j

であるつ理数探究で実践可能な素材を生み出せるような研究を自指し， ICTを活用していくことに取り

組んで、いるつ

理数探究での ICT利用について取り組む中で，まず出会った課題は， r便利になる」だけでは教育的

には意味がないということだ。「考えなくてもボタンさえ押せば答えが出るJことは，定型業務の遂行に

とってはプラスかもしれないが，教育的には「考えることJを奪うだけであり r学びが瞭属化するこ

とJを意味する。そのため，たとえば，より短時間で行えるとしたら，生み出された時間によって，さら

に「それがあるからこそ可能になる学びjを示すことが必要である。「やりたかったけれども，今までの

環境ではできなかったことjが明確であれば，それが可能になるかどうかが一つの目標になるつしかし

それが明確であるにはヲ 「今までの環境で.いろいろとチャレンジしてみて限界を実感しているj こと

が不可欠で，そのような「限界を意識化しているケース」は必ずしも多くないっ

むしろ司「新しい環境の中で何ができるのかJそのものがち実は未体験領域であり，そこではどういう

探究が可能なのかを開拓し，その教育的価値などを明確にし高校生などにも再体験可能なものに焦点

を当てて教材化や授業化を行うことが不可欠である O そういう意味で¥ 「新しい経験にチャレンジする

フィールド」をまずつくることにした。私たちが選択したのは.ラズベリィパイ・アルヂィーノ a 各種

センサなどである。;本稿で、は司ラズベリィパイに組み込まれている数式処理ソフト mathematicaを使

った数学的探究uwπは乱数Jなのか?Jという聞いに関する一連の数学的探究)を一つ取り上げ?考えて

いる問題の流れを中心に，探究の概要を記述する。そして，それを分析ー考察し，今後の教材開発四授業

実践への手がかりとしたい。

2. mathematicaを償った数学的課究の静i

(1)背景
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ラズベリィパイは安価な教育用小型コンピュータでこれを基盤として様々な教育用リソースが提

供され，多くの試みが行われていて，まさしく 8TEM教育のための一つのプラットホームとして機能し

つつある。ラズベリィパイを使った数学的探究を考えていく上では，Pythonというプログラミング言語

と，mathematicaという数式処理ソフトの存在が大きい。Pythonを使った完全数に関する数学的探究

の例は，飯島(2017)の中で紹介しているが 1)，ここでは，mathematicaを利用した数学的探究の例を示

す。

mathematicaは，主に理工系大学で使われている汎用の数学ソフトである。1990年代から高校教育

での試験的な利用をする試みもあったが，教育現場で使う上では，ライセンス料の問題から現実的でな

かった。本校も例外ではない。愛知教育大学は大学教員や大学生・院生が利用するライセンス契約をし

ているが，附属高校での利用は含まれていないので，使えない。しかし，ラズベリィパイの 08ラズピア

ンをインストーノレすると， mathematicaのpilot版が同梱されていて，無料で使える。ラズベリィパイで

mathematicaが実用的に使えることは，附属高校のみでなく，多くの教育現場で mathematicaが使え

るようになることも意味している。

(2)出発点

mathematicaは非常に多くのことが可能なソフトだがp 私たちはまず rコンピュータがあるからこ

そ，こんなことができる」と実感できることに焦点を当てたいと考えた。そして， r原理はわかるけど，

実際にやるのはほとんど不可能」なことに焦点を当てたいと考えた。

そこで最初に注目したキーワードは r無限Jである。

たとえば，円周率πといえば，r3.14Jという近似値を思い浮かべる。これが無限に続くことは知って

いるし，それが循環しないことも知っている。無限に近似していくための計算方法(たとえば漸化式の発

見)は，中高生にとって興味深い問題の一つになるがやればできるはずJの原理を見抜き，数項目ま

でを計算し，収束していくことを実感するところで終結になる。そこから先の計算は煩雑になり ，時間・

労力が増えるだけなので，やらない。その結果3 せいぜし、小数点以下 5桁目くらいまでを正確に求める

のが実質的な限界である。

(3)探究の概要

1)問題 1:円周率は何桁くらいまで表示することができるのだろう。

mathematicaでは，次のように入力し，8hift + Enterを押すと， 1000桁までを表示する。

N[Pi， 1000] 

図 1πの計算(1000桁)

私たちが覚えているのは 5桁くらい。電卓で 10桁くらい。Excelでは 15桁だから， 1000桁まで表示
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してくれるのは，本当はとても驚くべきことなのだが，なんとなく， rコンビュ)タだったらできて当

たり前Jと感じてしまう。しかも，サッと表示してくれると r計算がすごしリと思うよりも， rどこか

に記しであるものを，表示しているだけなんじゃなし、か?Jと感じたり する(実際は違うのだが)。

ちなみに，この程度のことは， mathematicaを直接使わなくても，図2のように， Wolf同mAlphaに

アクセスして入力すれば表示してくれるので，スマホで十分行えることでもある。

図 2Wolfram Alphaでのπの計算

Wol企amAlphaでは 10000桁は瞬時に表示してくれるが， 100000桁になると処理してくれず，

Wolfram Cloudに行けと指示され，反応がとても遅くなる。一方，ラズベリィパイの mathematicaで

試してみると 10万桁なら瞬時に表示，100万桁なら 15秒くらいの処理時間で表示。 1000万桁になると

154秒かかった。 πを 100万桁くらいまで計算させるのは，ラズベリィパイ上の mathematicaで実験

させるのにちょうどいい量ということが分がった。

でも，これだけでは数学的には何も深まらない。 100万桁の πの近似値があったら試してみたいこと

はないかと思案して，次のことを思い出した。

「πは乱数Jなのか?

以前に耳にしたこの間いについて考えるため3 飯島・天羽が話し合い，まず次の問題に取り組むこと

にして，具体的なプログラムを考えることを天羽の宿題にした。

2) 問題 2:π を小数点以下 100万桁まで計算し，そこで 0・9までの数字が何回ずつ使われているかを調

べ，ヒストグラムで表示せよ。

天羽は， 100桁までをヒストグラムに表示するプログラムをっくり，翌週のゼ、ミで示した。このプロ

グラムはたった 5行だが，テクニックを駆使しているので簡単には解読できない。しかし，高校生でも

「ここを変えたら発展させられる」点が明確になっている。

n = 100; 

Seq = Delete[Partition[RealDigits[Pi， 10， n] [[1]]， 11， 1]; 

t1xJ := x[[l]] 

PSeq = Map[f， Seq] 

Histogram [PSeq， {1}) 
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まず，nの値を， 100， 1000， 10000， 100000， 1000000と増やしてみると，図3のように，同じ値に収

束してし、く様子を実感することができた。

図 3nを大きくしたときに分布が収束していく様子

桁数を大きくしていくと，0から 9までの数字は同じ割合で使われていることを実感することができ

た。しかし，次の疑問が湧く 。

「乱数であるためには，0から 9までの出現割合が等しいだけでは適切で、はない。Oから 9までの数が

この順序で繰り返し表示する場合，割合は等しいけれども，0の次は必ず 1になっているので乱数とは

いえない。J

そこで，次の問題が生まれた。

3) 問題 3:どんな数字が出てもその次の桁の数は同じ確率で現れているかどうかを調べよ。

プログラムを大きく変えなければならなし、かも しれないというのが第一印象だ、ったが，この間いは意

外に簡単に解決できた。10進法で数字が並んでいると見るのでなく ，100進法で2桁ずつまとまってい

るものが並んでいるはずと解釈すれば，10進法でなく ，100進法での数字の分布について調べてみれば，

たとえば，0の次の 10種類の分布が，01から 09までのところに並ぶことになる。本当は半分だけを調

べることになるので，1桁ずらした場合についても合算すべきだが，とりあえず，だいたいのことは分か

る。その結果が図 4である。

図4100進法での分布の様子
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これは 10進法のときの内訳を 10等分したとストグラムと考えることができる。データ量が 10000

のときにはかなりのばらつきを感じるが，100万になるとほぼ同じといっていい状態になることを実感

することができた。

今回のアイデアは， r乱数らしさj を表現するのに3 次のようなことができるのではないかというア

イデアに発展した。まず，問題の形で示しておこう。

4) 問題 4: rπが乱数のようだJということを明確に定式化せよ。そして，確かめよ。

その答えの案は，次である。

「任意の p 進法(2~玉 p)で、小数展開した数列に関して，それぞれの桁で使われている数の分布が，一様分

布になっている。j

上記の意味では， rπは乱数ではないj というためには，分布が偏っている pを一つでも見つければ

いいことになる。図5に掲載したのは p=2から 9までの場合だが，それ以外についても今回調べた範囲

においては rπは乱数Jということを否定するような結果は見つかっていない。

図 5p 進法(2~三 p~三 9)での n=1000000 での分布(π)

すべての pについての分布を調べることはできないが，πは乱数ではないことを否定するのは難しそ

うだという意味で，πは乱数というのはかなり確からしいことを実感することができた。他にもそうい

う場合はあるのだろうか。

5)問題 5:冗のように乱数になりそうな候補を探せ。

まず，有理数について考えてみると，循環小数になっている。たとえば，

0.12345678901234567890... 

のような場合は，10進法でみると Oから 9までの分布は一様だが，100進法の場合には，偏っているこ

とが明確だ。さらに抽象的に考えると，0<αく 1となる有理数αをα=q/pという分数で表現した場合に，

p進法で表せば， O.qと表されるので，qが一つ，他の桁はすべてゼ、ロとなってしまうので，明らかに「乱

数でなしリことが分かる。

つまり r乱数」であるためには r無理数Jであることが必要条件となる。

最も身近な無理数の候補としてはp ゾ芝が考えられる o V2はπと違って超越数ではないから，乱数で

はなし、かもしれない。
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6)問題 6:花は「乱数jか?

10進法について nを 100から 1桁ずつ増やして 100万まで調べた結果が次である。

図6nを増やしたときの{2の小数展開で使われる数の分布の変化

n=1000のときの様子はπと比較するとかなりばらつきがある。しかし nが大きくなるにしたがって，

平坦になり;n=100万ではほぼ一様になった。また，n=100 万の場合， p 進法(2~五 p孟 9)で、の結果は次のよ

うになり，すべてほぼ一様になった。

量圃

図 7p進法(2豆p釘)での n=1000000での分布(占)

この結果を見る限り， πと同様に，{2も 「乱数」といってよさそうだが，果たしてそれは 「びっくり

すべきJことなのだろうか。それとも「当たり前のことJなのだろうか。

7) 問題 7:無理数は 「乱数Jか?

いろいろな数について調べてみた Q {n (n=2，3，5，…，28)， e，π+e， sin1， cos1など。調べた結果，どれ

も 「乱数Jである。では，すべての無理数は 「乱数Jなのだろうか。

まず，次のことを思いつき，上記は否定された。

π = 3.141592653589793238462643383279502884197... 

という小数展開に関して，一つおきに 1を挿入した，次の数αを考える。

α=3.111411151912161513151819171913121318141… 
πでの小数展開での分布がそれぞれ 1110ずつなら，αでの分布は 1が 112+1120= 11120で，他の数の分

布が 1120になって，一様ではない。一方，αに循環節があるなら，明らかにそれは偶数であり，存在し
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たらたに循環節があることになるので句 αに循環節はありえず?無理数になるつつまり r乱数ではない

無理数j をつくることができた。

さらに，この方法は， πだけに使える方法ではなく?任意の「乱数Jの無理数iこ使える方法である O つ

まり，任意の「乱数Jの無理数に対して「乱数でない無理数Jを一意的に対応させることができるため，

f乱数でない無理数Jの{回数G農度)は r乱数である無理数Jの個数(濃度)以上であることが分かる。

にもかかわらず普通に接する無理数Jの中に，明確に「乱数ではない無理数」は見つからない。非

常に不思議なことである。胸は高揚した。

しかし，こうし、う πや-[2 ~ v、う身近な数に関する現象なのだからy きっと誰かが研究してし、るはず

に違いない。 Webで調べてみたO

8) 問題 8・同じようなことを研究している人や研究成果を探せ。

すると乱数，ルートむというキーワードで検索しただけで司縫田光司(2010)のパワーポイントが

見つかった 2)。拝見すると驚くことにヲ次の記述がある。

「予想:ルート 2の二進小数展開における rOJの出現率は 112O.e.，ルート 2は“simplynormal") 

つまり， J二記で、考え-ていたような意味での「乱数Jという概念は，数学的には rsimply normalJ とい

う概念によってすでにきちんと規定されているらしいとし、うことと.-[2が simplynormalということ

は2010年時点でも「予想jであって時証明されていないということ。さらに驚いたのは，その下に次の

記述があることだ。

i [Borel1909]殆ど全て (Lebesgue測度の意味で) の実数は simplynormal J 

すでに 1909年に Borelがこの概念をつくっていて，しかもほとんどすべての実数が simplynormal 

だということを示している点である。「ほとんどすべてJということの定式化として， Lebesgue測度の

意味でという点がまた興味深いっ rsimply normalJというキーワードが分かつたのでそれで検索してみ

ると，たとえば.Worfram Math Worldの NormalNumberという項目に詳しい記述があるのが見つか

った 3)。そこには rある数が Normalかどうかを判定する方法は未解決であるJ， πは 3000万桁ま

で非常に一様に分布レていることは調べられているけれども，花、 1n2竜 ~(3)，、12 ， eなどの基本的な数

学的定数が normalかどうかも分かつていないj というような記述がある。数学に関して，まだまだ未

解決の問題が。これくらい身近なところにあることを高校生でも実感できる素材の一つが考ここにある

ことを実感した。同時に実感したのは.私たちはコンヒnュータを使って 100万桁まで調べることを数十

秒で行えるので?いろいろな場合を調べる中でー上記の考察をすることができたわけだが， Borelは 100

年以上前にう一体どうやって予想を立て，そして証明することができたのかということに関する敬意の

念である。あるいは， Borelのような特別な人だけにとっては可能であったことを令コンピュータを使う

ことで，我々でも追体験することができるようになるのかもしれないという点である。

( 4) ー応の終結と次の間題への展開

上記のように，いろいろな数学的探究が進められてきた話題であることが明らかになり 9 納得が深ま

り‘「ほとんどの無理数が normalであるが，それはほぼ証明不可能なことである」ことが分かることに

より，ここから先はかなり難題(ほぼ不可能)であることを実感した。しかし?一方で，日Ijの疑問が浮かぶ

ようになった。

1)問題~}:ある数が『乱数』のようだj ということの定式化として normal とし、う概念は妥当なのだ
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ろうか。

無限に続く小数展開での数字の出方が均一であるかどうかに注目する概念なので，有[寝桁数での分布

がどうなっていてもかまわない。もしπが normalであるとすれば， 100桁までを lに変えた数に関し

でも，その後の桁での分布は同じなので‘やはり normalなはずで、ある o 1万桁であっても， 100万桁で

あっても，操作しているのが有限桁であれば，やはり normalである。

しかし，初項をランダムに選択するとしても，そういう数列を「乱数列の代わり」として使うのは妥

当なのだろうか。私たちが「現実に使う Jのは有限の範囲の数を使って，有限個のサンブコルを選択し，

験等を行うだからである。特にコンピュータ上で実験をする場合，現実には「ここまで用意しておけば

十分であろう Jという程度までの有限の世界の中でしか計算していなし、。「有限の範囲での一様性jを示

す尺度のようなものの方が乱数列としての適切性」を表現しうるのではないだろうか。そのような

研究はすで、に数学の中で解決済なのかもしれないが，様々な問題への取り組みの中で探究がJjljの観点か

らの探究へと.大きく転換していくきっかけが得られ連続していくことが注目すべきことと考えている。

3圃考察

(1) r未解決の数学問題Jに触れた

今回の数学的探究の素朴なインパクトは私たちも『未解決の数学Jを実感できたJということだ。

しかも r高校生でも再体験できそうな事例Jである。数学といえば，出来上がっているものというイメ

ージが強い。昨年末に rABC予想Jのニュースがあったがうその予想自体を理解することさえ難しい。

「未解決の数学なんて，自分たちには関係ないこと Jというのが‘私たちの共通認識ではないだろうか。

実験数学で取り組めるのは‘数学の中でも特殊な分野なのかもしれないが， r未解決なことはまだまだ

たくさんあるj ことを実感できた。同じようなことを高校生が実感できるような素材を見いだせるので

はないだろうか。

(三) r問題→実験→観察・吟味ーベ次に考えるべき)問題j のサイクルによる深まり

天羽が，試行錯誤をした結果 mathematicaのプログラムをつくったときには， πが 1000桁表示され

たときには「すごしリという感動があったっしかし夕飯島がそれを受けて実行したときに，たとえ 100

万桁を観察しでも rmathematicaはすごいね」と思っても，一方でそれくらいできて当たり前で

しょ Jと感じてし吃。以前，j2を 1000桁くらし、表示するプログラムをつくったときにも，それを見せ

た学生からの反応「だからやIなの?J というのは次に自分がすべきことは何ですかそれがないな

らあまり面白く感じられなしリという反応でもある G 今回の場合唱それが「問題→実験→観察・吟味→

(次に考えるべき)問題Jとして何回もサイクルとして深まっていった。そしてその度ごとに?この問題へ

の関わりが深まり.自分自身の問題としての取り組みが深まっていった。「πを 100万桁計算するj と

いうような，私たちができないことを mathematicaがやってくれるという傍観者的な立ち位置ではな

く，このサイクルを回す主体は私たち二人だということが重要なのだ。

(3) r変化させた点は 2種類だけだけど豊富なことを実感させてくれたJ数行のブコログラム

今回の数学的探究の大きな特徴は，プログラムを使っているけれども，その使い方は極めて単純で，

天羽がつくったプログラムの中の 2つの変数を変化させるだけのことである。おそらくラ今回のように，

短いプログラムなのだけど，その一部を変えるだけで数学的に深い結果に到達できるようなものが，

校生向けといえるのではないだろうかo
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(4) ときどき現れる数学的推論

今回の数学的探究でt:i.単に mathematicaで、の実験を行っただけではない。 f有理数は乱数的(正確に

は normal)ではなしリことや rnormalでない無理数が存在するJこと、さらに rnormalな無理数に

対して normalでない無理数を一意対応させることができるので， nOl'malでない無理数も問じ以上の濃

度(個数)を持つことJなどを数学的推論で導いている。また乱数的とはどう表現したらいいかjなど

の場面において，数学的な定式化を行っている。「ある数が現れたときに次に現れる数もランダム」であ

ることを観察するのに， 100進法に注目すればよいというアイデアを見い出したのも数学的推論が活躍

したと言えるだろう。実験数学の中で，通常行うような数学的推論等がどう現れるのかを実感する一例

になるのではないだろうか。逆にいえば，高校生なりの数学的推論が発揮できるようなチャンスを見つ

けていくことが?数学の中で ICTを使いこなしていく上で大切だと実感した。

(5) コンピュータによる実験で実感する f過去の数学者の偉大さJ

Simply nOl'malの概念に関して， 1909年の Borelが登場したのには，本当に驚し、た。 一体どれだけの

計算をして，どれだけの観察をしたのだ、ろうか。いや逆に，計算でなく，どういう推論や禍察をしたの

だろうか。 100万桁まで 15秒で計算してくれるような道具をもった私たちが実感するようなことを，

801'elはほぼ素手で発見 a 考察し論文を書いていたのだ。あるいは， Bo1'elがそのような問題や概念を

形成していったのはうこういう実験数学的なアブローチではないとしたら，純粋数学のどういう問題意

識からだったのだろうか。高校生においても，そういう理解や感動の仕方もありうるのではないだろう

か。

(6) r一定の結果を得てから調べるj ことの利点

最初から「こういうものだJということが分かつていたら何も面白くない。今回の数学的探究の中で

実感したワクワク感は，生徒にも再体験させてあげたい。自分の力で次の間いを見つけられる限りはう

独力で探究を進めさせてあげたい。一方?今回も一定の結果を得たところで，自分たちなりのキーワー

ドとしての「乱数Jとか「πJあるいは iv2 Jを検索していく中で，先人たちは rsimply no1'malJと

いう概念を使って探究していたことや，その周辺でどういう研究が蓄積されているのかを知ることがで

きた。自分たちの興味・関心に関して他の人々はどう t，、う取り組みをしてきたのかを知り，自分たちが

してきたことを位置づけ，次にすべきことを探していくということは， webが当たり前の今の時代なら、

不可欠なことであろう O その調べる活動が早過ぎると， rすべてのことはし尽くされているj と思うだ

ろう。どのタイミングが適切なのか。今後検討すべき点のーっとして実感した。

4闘おわりにー一つの課題としての f数学的探究で 『記録iこ値すること』の明確化j

今回の私たちの数学的探究を通じて，実は客観的な意味で数学的に新しいことはなにも見つかってし、

ない。新しい方法が見つかったというわけで、もないoWo1'企amMathWorldに掲載されているように，調

べてみたらどこかの誰かがすでに詳しく調べて論文等にしていることばかりのはずである。では，今回

の取り組みは全く意味がなかったことになるのだろうか。学問としての数学研究としては，そうかもし

れない。しかし教育研究として考えるなら，私たちはこういうプロセスの中に，文字通り「主体的淘対

話的で深い学びJを実感している O そのような学びを記述し，評価するための枠組みを，私たちは持っ

ているだろうか。
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また，そこで主役になるのは，主説的には数学の世界が大きく変化していく様相であり.それを導い

ていくのは，探究のサイクノレを進めていく論理的思考であり，そこで生まれていくさまざまな感情や信

念である。それらをきちんと記述し 「主体的。対話的で深い学びj そのものを実感@共有・深化させ

ていくような「言語表現j とくにレポートの記述様式Jを私たちは持っているだろうか。

実践可能なさまざまな教材を開発していくことと並行して，それらの方法論も確立していくことの必

要性を実感している。今後の課題としたい。
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