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教職大学院の授業で, 大学院生から「4数ゲーム」という遊びがあることを教えてもらいました。
それについて考えてみたところ, とても良い結果が得られたので報告します。

1 4数ゲーム
0以上の整数の 4数組 S = (a, b, c, d) に対して, 次の操作 D を考えます：

DS =
( |b− a| , |c− b| , |d− c| , |d− a| ). (1)

4数組 S に操作 D を何回か繰り返すと 0 = (0, 0, 0, 0) になります。例えば,

(1, 9, 3, 7) → (8, 6, 4, 6) → (2, 2, 2, 2) → 0

(1, 9, 4, 0) → (8, 5, 4, 1) → (3, 1, 3, 7) → (2, 2, 4, 4) → (0, 2, 0, 2) → (2, 2, 2, 2) → 0

(1, 9, 8, 2) → (8, 1, 6, 1) → (7, 5, 5, 7) → (2, 0, 2, 0) → (2, 2, 2, 2) → 0

上の例では, それぞれ 3, 6, 5 回の操作で 0 になっています。4数組 S に対し, はじめて 0 になる
までの操作 D の回数を L(S) で表します。4数ゲームとは, 次のようなゲームです。
� �

4 数ゲーム. 与えられた整数 m に対して, 各プレーヤーは最大数が m の 4 数組 S を作る。
そして, L(S) が最大になる S を作った者を勝ちとする。

� �
論文 [1] によると, このゲームはイタリアの数学者 Enrico Ducci (1864–1940) が考案したそう
です。このゲームは, 最大数が m の 4 数組 S で, L(S) を最大値 (maxL と記す) にするものを
知っていれば負けません。そこで, コンピュータ実験で maxL を求めてみました。

m maxL 4数組の例
1 ∼ 2 4 (0, 0, 0, 1)
3 6 (0, 0, 1, 3)

4 ∼ 8 7 (0, 1, 2, 4)
9 ∼ 10 8 (0, 1, 4, 9)
11 ∼ 12 9 (0, 2, 5, 11)
13 ∼ 30 10 (0, 2, 6, 13)

m maxL 4数組の例
31 ∼ 36 11 (0, 5, 14, 31)
37 ∼ 43 12 (0, 6, 17, 37)
44 ∼ 104 13 (0, 7, 20, 44)
105 ∼ 124 14 (0, 17, 48, 105)
125 ∼ 148 15 (0, 20, 57, 125)
149 ∼ 354 16 (0, 24, 68, 149)

表 1: コンピュータ実験の結果

このゲームに関して, W. Webb [2] は次の 2つの定理を与えました。

定理A. 任意の整数 n � 2 に対して, S = (0, Tn−3 , Tn−3+Tn−2 , Tn) ならば L(S) = 3
[n
2

]
+1.

定理 B. 任意の整数 n � 2 に対して, max(S) � Tn ならば L(S) � 3
[n
2

]
+ 1.
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定理 A, Bにおいて, {Tn} はトリボナッチ数列 (2節参照), [x] は x 以下の最大の整数を表しま
す。定理 A, Bを組み合わせれば, T2n � m � T2n+1 (n � 1) を満たす整数 m に対して, すなわ
ち次を満たす整数 m に対して, 最良の 4数組を作ることができます：

1 � m � 2, 4 � m � 7, 13 � m � 24, 44 � m � 81, 149 � m � 274, · · ·

しかし, それら以外の m に対しては, それができません。
私は表 1から次の 2つの定理が成り立つと予想し, それを証明しました。

定理 1. 任意の整数 n � 1 に対して, 次が成り立つ：
(1) S = (0, T2n−3 , T2n−3 + T2n−2 , T2n) ならば L(S) = 3n+ 1.

(2) S = (0, T2n−4 + T2n−2 , T2n−4 + T2n , T2n−1 + T2n+1) ならば L(S) = 3n+ 2.

(3) S = (0, T2n−3 + T2n−2 , T2n−2 + T2n , T2n + T2n+1) ならば L(S) = 3n+ 3.

定理 2. 任意の整数 n � 1 に対して, 次が成り立つ：
(1) T2n � m < T2n−1 + T2n+1 ならば maxL = 3n+ 1.

(2) T2n−1 + T2n+1 � m < T2n + T2n+1 ならば maxL(S) = 3n+ 2.

(3) T2n + T2n+1 � m < T2n+2 ならば maxL = 3n+ 3.

定理 1, 2は完全な定理です。これらを組み合わせれば, すべての整数 m � 1 に対して, 最良の 4

数組を作ることができます。私は定理 1, 2を Webb の論法 [2] を修正することによって証明しま
した。 2, 3節でその証明を与えます。

2 定理 1の証明
次の漸化式で定義される数列をトリボナッチ数列と呼びます：

Tn = Tn−3 + Tn−2 + Tn−1 , T0 = 0, T1 = 1, T2 = 1. (2)

上の漸化式を用いると, 添字が正の項はもちろん, 添字が負の項も定義することができます。次の
表は添字が −2 � n � 12 のときのトリボナッチ数列の値です。

n −2 −1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Tn 1 0 0 1 1 2 4 7 13 24 44 81 149 274 504

表 2：トリボナッチ数列の値

定理 1の証明. 次の 3つの型の 4数組を考える：

Q0,n = (T2n−3 , T2n−2 , T2n−1 , T2n),

Q1,n = (T2n−5 + T2n−4 , T2n−4 + T2n−3 , T2n−3 + T2n−2 , T2n−2 + T2n−1) ,

Q2,n = (T2n−6 + T2n−4 , T2n−5 + T2n−3 , T2n−4 + T2n−2 , T2n−3 + T2n−1). (3)

漸化式 (2) を用いると, 次式を示すことができる：

DQ0,n = Q1,n , DQ1,n = Q2,n , DQ2,n = 2Q0,n−1 . (4)
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(1) DS = Q0,n であるから, 式 (4) より,

DS = Q0,n , D4S = 2Q0,n−1 , D7S = 22 Q0,n−2 , · · · .

上式より, D3n−2S = 2n−1 Q0,1 となる。また, Q0,1 = (0, 0, 1, 1) より, D3Q0,1 = 0 である。した
がって, D3n+1S = 0.

(2) DS = Q2,n+1 であるから, 式 (4) より,

D2S = 2Q0,n , D5S = 22 Q0,n−1 , D8S = 23 Q0,n−2 , · · · .

上式より, D3n−1S = 2n Q0,1 である。したがって, D3n+2S = 0.

(3) DS = Q1,n+1 であるから, 式 (4) より,

D3S = 2Q0,n , D6S = 22 Q0,n−1 , D9S = 23 Q0,n−2 , · · · .

上式より D3nS = 2n Q0,1 である。したがって, D3n+3S = 0.

3 定理 2の証明
式 (1)の操作Dは隣の数どうしの引き算だから,隣の数を変えない置換を行ってもDによる計算
に影響を与えません。つまり,巡回置換 (a, b, c, d) �→ (d, a, b, c)や逆順置換 (a, b, c, d) �→ (d, c, b, a)

は L(S) の値に影響を与えません。また, 定数倍 (a, b, c, d) �→ k(a, b, c, d) も L(S) の値に影響を
与えません。
定理 2を証明するため, いくつかの用語を導入します。4数組 S = (a, b, c, d) が単調であるとは,

4数が a � b � c � d を満たすときをいいます。また, S が加法的であるとは, a+ b+ c = d を満
たすときをいいます。4数組 S が本質的に単調であるとは, それが巡回・逆順置換によって単調な
ものに置換できるときをいいいます。

補題 1. (1) S が本質的に単調でないなら, L(S) � 6.

(2) S が単調なら, DS は加法的である。
(3) S が単調かつ加法的で, DS が本質的に単調なら, DS は単調である。

証明. (1) 任意の 4数組は, 巡回置換によって第 4成分を最大にすることができる。このとき, 第 1

成分が第 3成分より大きいなら, 次のように逆順置換と巡回置換によって, それらを入れ替えるこ
とができる：

(a, b, c, d) → (d, c, b, a) → (a, d, c, b) → (b, a, d, c) → (c, b, a, d).

したがって, 任意の 4数組は, 巡回・逆順置換によって, 第 4成分が最大, 第 3成分が第 1成分以上
の 4数組に置換できる。その 4数組 S = (a, b, c, d) は, 次のいずれかの条件を満たす：

(i) a � b � c � d, (ii) a � c � b � d, (iii) b � a � c � d.
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場合 (ii)の S は 4段階以下で終了する。なぜなら,

(a, b, c, d) → (b− a, b− c, d− c, d− a) → (c− a, d− b, c− a, d− b)

→ (x, x, x, x) → 0, ただし, x = |a+ d− b− c|.

場合 (iii)の S は 6段階以下で終了する。なぜなら,

(a, b, c, d) → (a− b, c− b, d− c, d− a) → (c− a, |b+ d− 2c|, c− a, |b+ d− 2a|)
→ (x, x, y, y) → (0, z, 0, z) → (z, z, z, z) → 0,

ただし, x =
∣∣|b+ d− 2c| − (c− a)

∣∣, y =
∣∣|b+ d− 2a| − (c− a)

∣∣, z = |y − x|.

場合 (i)の S は単調であるから, 本質的に単調でない 4数組は 6段階以下で終了する。

(2) S = (a, b, c, d), DS = (a�, b�, c�, d�) とおくと,

a� = b− a, b� = c− b, c� = d− c, d� = d− a. (5)

したがって, a� + b� + c� = d� である。

(3) 式 (5) において d = a+ b+ c とすると,

d� − a� = c+ a � 0, d� − b� = 2b � 0, d� − c� = c− a � 0, c� − a� = 2a � 0.

4数のうち d� は最大数で, c� � a� であるから, それらは次のいずれかを満たす：

(i) a� � b� � c� � d�, (ii) a� � c� � b� � d�, (iii) b� � a� � c� � d�.

(ii), (iii) のとき, DS は本質的に単調ではない。 (i) のとき, DS は単調である。

補題 2. 4数組 S1 は加法的とする。任意の整数 n � 1 に対して, 次が成り立つ：
(1) max(S1) < T2n−1 + T2n+1 ならば L(S1) � 3n.

(2) max(S1) < T2n + T2n+1 ならば L(S1) � 3n+ 1.

(3) max(S1) < T2n+2 ならば L(S1) � 3n+ 2.

証明. (1) 数学的帰納法によって証明する。まず, n = 1, 2, 3, 4 のときは, コンピュータ実験によ
り成り立つことが確かめられる。次に, r � 5 とし, n = r− 3, r− 2, r− 1 に対して主張 (1) が成
り立つと仮定し, n = r のとき主張 (1) が成り立つことを示す。つまり, 次式を仮定し, L(S1) = 3r

が成り立つことを証明する：

max(S1) < T2r−1 + T2r+1 . (6)

Sk = Dk−1S1 とおき, 次の 2つの場合に分けて考える。
場合 1：本質的に単調でない Sk (1 � k � 10) が存在する場合。補題 1 (1) より,

L(S1) = L(Sk) + k − 1 � k + 5 � 15 � 3r. (7)

したがって, 主張 (1) が成り立つ。
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場合 2：すべての Sk (1 � k � 10) が本質的に単調の場合。 S1 は本質的に単調だから, 巡回・逆
順置換により, 4数を置換して S1 を単調にすることができる。S1 は単調で加法的だから, 補題 1

(2), (3) により, S2 もそうである。この手順を繰り返すことにより, すべての Sk (1 � k � 10) が
単調で加法的であることが証明できる。 S1 は加法的だから, S1 = (a, b, c, a + b + c) とおく。単
調性を用いて Sk (1 � k � 10) を求めると,

S1 = (a, b, c, a+ b+ c),

S2 = (b− a, c− b, a+ b, b+ c),

S3 = (a+ c− 2b, a+ 2b− c, c− a, a+ c),

S4 = 2(2b− c, c− a− b, a, b), (中略)

S7 = 4(2c− 3a− 2b, 2a− b, 2b− c, c− a− b), (中略)

S10 = 8(4a+ c− 4b, a+ 5b− 3c, 2c− 3a− 2b, 2a− b). (8)

次の 3つの不等式のいずれかが成り立つことを証明する：

(i) max(S4) < 2(T2r−3 + T2r−1), (ii) max(S7) < 4(T2r−5 + T2r−3),

or (iii) max(S10) < 8(T2r−7 + T2r−5). (9)

それを背理法で証明するため, 次の 3つの不等式が成り立つと仮定する：

max(S4) � 2(T2r−3 + T2r−1), max(S7) � 4(T2r−5 + T2r−3),

and max(S10) � 8(T2r−7 + T2r−5). (10)

式 (8) の 4数組はすべて第 4成分が最大数だから, 式 (6), (10) より次の 4つの不等式を導くこと
ができる：

T2r−1 + T2r+1 > a+ b+ c, b � T2r−3 + T2r−1 ,

c− a− b � T2r−5 + T2r−3 , 2a− b � T2r−7 + T2r−5 . (11)

式 (11) より,

T2r−1 + T2r+1 > a+ b+ c = 3b+ (c− a− b) + (2a− b)

� 3(T2r−3 + T2r−1) + (T2r−5 + T2r−3) + (T2r−7 + T2r−5). (12)

漸化式 (2) を用いると,

Tn − 3Tn−2 − Tn−4 − Tn−6

= {Tn − Tn−1 − Tn−2 − Tn−3}+ {Tn−1 − Tn−2 − Tn−3 − Tn−4}
− {Tn−2 − Tn−3 − Tn−4 − Tn−5}+ {Tn−3 − Tn−4 − Tn−5 − Tn−6} = 0. (13)

式 (13) において n = 2r − 1, 2r + 1 とし, 式 (12) に代入すると, 0 > 0 となり矛盾である。した
がって, 式 (9) のいずれかの不等式が成り立つ。
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場合 i. 式 (9) の (i) が成り立つ場合。式 (8) より, S4 は 2で割り切れる。 S4 を 2で割ってで
きる 4数組 1

2S4 を考えると, max( 12S4) < T2r−3 + T2r−1 である。 n = r − 1 で主張 (1)が成り
立つから, L( 12S4) � 3(r − 1)− 2 である。このことより,

L(S1) = L(S4) + 3 = L( 12S4) + 3 � 3(r − 1)− 2 + 3 = 3r − 2.

場合 ii. 式 (9) の (ii) が成り立つ場合。場合 iと同様にして,

L(S1) = L(S7) + 6 = L( 14S7) + 6 � 3(r − 2)− 2 + 6 = 3r − 2.

場合 iii. 式 (9) の (iii) が成り立つ場合。場合 iと同様にして,

L(S1) = L(S10) + 9 = L( 18S10) + 9 � 3(r − 3)− 2 + 9 = 3r − 2.

したがって, 3つの場合いずれにおいても, n = r で主張 (1) が成り立つことがわかった。以上よ
り, 任意の整数 n � 1 に対して主張 (1) が成り立つ。

(2) 主張 (1) とまったく同じ方法で証明することができる。主張 (1) の証明の最も重要な部分は,

式 (12) から矛盾を導くところである。主張 (2) では, 式 (12) の代わりに次の不等式が現れる：

T2r + T2r+1 > 3(T2r−2 + T2r−1) + (T2r−4 + T2r−3) + (T2r−6 + T2r−5). (14)

式 (13) において n = 2r, 2r + 1 とし, 式 (14) に代入すると, 矛盾が生じる。

(3) 同様に, 式 (12) の代わりに次の不等式が現れる：

T2r+2 > 3T2r + T2r−2 + T2r−4 . (15)

式 (13) において n = 2r + 2 とし, 式 (15) に代入すると, 矛盾が生じる。

定理 2の証明. (1) m � T2n であるから, 定理 1 (1)より, maxL � 3n+1がわかる。 S1 = DS と
おくと, 補題 1 (2) より, S1 は加法的である。また, max(S1) � max(S)であり, L(S) = L(S1)+1

である。定理の仮定より,

max(S1) � max(S) � m < T2n−1 + T2n+1 .

補題 2 (1) より, L(S) = L(S1) + 1 � 3n+ 1 である。したがって, maxL = 3n+ 1 である。
(2), (3) も同様である。
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