
1　はじめに

私たちは，高校で媒介変数表示（パラメータ表示）
について学習する際に，初めて円のサイクロイドにつ
いて知る。円のサイクロイドとは円を x 軸上を滑らず
に転がしたときの円上のある1点の軌跡である（高校
の教科書を参照[1]）。第一著者が高校生当時には気
にならなかった疑問を，再度，大学院で円のサイクロ
イドに触れた際に持つこととなった。その疑問とは次
の ① と ② である。

円は，内接（外接でも良い）正 n 角形の頂点の数 n 
を大きくしたときの極限と見ることができるので

①  転がす図形を正 n 角形に変えたときのある 1 つ
の頂点の軌跡（ここでは正 n 角形のサイクロイド，
または略して n-サイクロイドと呼ぶことにする）は
どのような関数になっているのか

②  n を限りなく大きくしていくと，n-サイクロイ
ドの媒介変数表示は円のサイクロイドの媒介変数表示
に収束していくのか

そこで，n-サイクロイドの媒介変数表示を与え，
n-サイクロイドの曲線の長さや n-サイクロイドと x 軸
で囲まれた図形の面積を求め，それらの極限を取るこ
とでそれぞれ円のサイクロイドの媒介変数表示，曲線
の長さ，面積に収束するのかを調べる。

この論文は以下のように構成される。第2章では，準
備として，円の媒介変数表示や円のサイクロイドの媒
介変数表示，曲線の長さ，面積を（証明なしで）与え，
さらにこの論文で使われる三角関数の和の公式を導出
する。最後に正 n 角形の一辺の長さや対角線の長さ，
面積を与える。第3章では，n-サイクロイドの媒介変数
表示を与える。はじめに具体例として正3角形のサイク
ロイドの媒介変数表示を求める。次に，一般の n の場
合について n-サイクロイドの媒介変数表示を求め，そ
の極限が円のサイクロイドの媒介変数表示に収束する

ことを示す。第4章では，n-サイクロイドの曲線の長さ
を求め，その極限が円のサイクロイドの曲線の長さに
収束することを示す。第5章では，n-サイクロイドと x 
軸で囲まれた図形の面積を求め，その極限が円のサイ
クロイドと x 軸で囲まれた面積に収束することを示す。

先行研究として SSH 生徒課題研究レポートから埼
玉県立春日部高等学校の生徒たちが行った研究を挙げ
ておく（[2]）。その研究で彼らは私たちと同じ問題を
考えている。軌跡を追う点と回転の中心を結ぶ線分の
回転角を媒介変数として，n-サイクロイドの媒介変数
表示を求め，関数グラフソフト「GRAPES」を用い
て n が大きくなるにつれて円のサイクロイドに収束
する様子を見ている。また n-サイクロイドの曲線の
長さと面積を求め （面積は類推），極限については区
分求積法を用いて，円のサイクロイドの曲線の長さと
面積とそれぞれ一致することを示している。

私たちは，円のサイクロイドの媒介変数表示を参考
にして媒介変数を定め，n-サイクロイドの媒介変数表
示を求め （定理5），その極限を取ることで円のサイク
ロイドの媒介変数表示に収束することを示した （定理
7）。n-サイクロイドの曲線の長さや面積については，
三角関数の和の公式を用いて導いた。

最後にここで扱った n-サイクロイドとは別に，離散サ
イクロイドと呼ばれるものがある。詳細は[3]を見よ。

2　準備

2.1　円の媒介変数表示
ここでは，円の媒介変数表示を与える。
xy 座標平面上中心が点 （a, b），半径 r の円の方程式

の媒介変数表示は
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で与えられる。ここで，媒介変数 θ は θ ∈[−π, π]と
する。

通常媒介変数 θ は，動点 P （x, y）と中心 A （a, b）
を結ぶ線分と x 軸の正の部分とのなす角 （P の座標が

（a + r, b）のとき θ = 0 とする）として選び，θ が増え
るにつれて動点 P は反時計回りに円周上を1周する。

線分 PA と x 軸の負の部分とのなす角を 
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 とする。
すなわち，θ = π − 
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 とする。このとき，中心が点（a, 
b），半径 r の円の方程式の媒介変数表示は
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 ∈ [0, 2π]で
あり，θ が増えるにつれて動点 P は時計回りに円周上
を1周する。

2.2　円のサイクロイド
ここでは，円のサイクロイドの媒介変数表示，曲線

の長さ，面積の公式を与える（詳細は例えば高校の教
科書[1]を参照せよ）。

1つの円が，定直線に接しながら滑らずに回転する
とき，円周上に固定された点 P が描く曲線をサイク
ロイド（ここでは円のサイクロイドと呼ぶ）という。
半径 a の円が x 軸と原点で接しているとし，点 P が
原点 O に重なっているとする。このときの位置から
円が角 θ だけ回転したときの点 P の座標を（x, y）と
する。このとき，円のサイクロイドの媒介変数表示は
次で与えられる。
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また，θ ∈ [0, 2π]，すなわち，円が x 軸上を1周す
るとき，円のサイクロイドと x 軸で囲まれた図形の面
積を S とする。さらにこのときの円のサイクロイド
の長さを L とする。このとき，次が成り立つ。
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2.3　三角関数の和の公式
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2.4　円に内接する正 n 角形に関する事実
ここでは，半径 a の円に内接する正 n 角形の一辺，

対角線の長さと面積を与える。
xy平面上原点 O を中心とし，半径 a の円に内接す

る正 n 角形の頂点を反時計回りに A1, A2, . . . , An と名
付ける。ただし，A1 は座標（a, 0）とする。また利便
性のため，A0 = An , An+1 = A1 とする。このとき，他
の頂点 Aℓ+1 （ℓ = 1, . . . , n − 1） の座標は
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3.2　一般の正 n 角形の場合
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ℓ =  0, 1, . . . , n に対して，

. , , An = A0, An+1 = A1

. , A0G

θ , θ = 0 A0 n

. ,

A0(xn, yn) .

. � = 0, 1, . . . , n

In� :=
�
(2�− 1)

π

n
, (2�+ 1)

π

n

�
∩ [0, 2π]

.

� = 0, 1, . . . , n , In� � θ ,

A0(xn, yn) A� , A0A� =

A1A�+1 = tn,� . A�

(�sn, 0) := (�× 2a sin
π

n
, 0)

, A0A� x

ϕ

ϕ = θ − �

n
π

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

xn − 2a� sin
π

n
= −tn,� cos

�
θ − �

n
π

�

yn = tn,� sin

�
θ − �

n
π

�

.

5. 0 ≤ � ≤ n θ ∈ In�⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

xn = 2a� sin
π

n
− 2a sin

�

n
π cos

�
θ − �

n
π

�
,

yn = 2a sin
�

n
π sin

�
θ − �

n
π

�

.

, � = 0, n

.

θ ∈ In�

� =

�
1

2

�n
π
θ + 1

��

. , a ∈ R , [a]

a .

.

6. θ ∈ [0, 2π]

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

xn =
�
1
2

�
n
π θ + 1

�� · 2a sin π
n

−2a sin
[ 12 (

n
π θ+1)]
n π cos

�
θ − [ 12 (

n
π θ+1)]
n π

�
,

yn = 2a sin
[ 12 (

n
π θ+1)]
n π sin

�
θ − [ 12 (

n
π θ+1)]
n π

�

.

,

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

xn =
�
1
2

�
n
π θ + 1

�� · 2a sin π
n

−a

�
sin θ − sin

�
θ − 2[ 12 (

n
π θ+1)]
n π

��
,

yn = −a

�
cos θ − cos

�
θ − 2[ 12 (

n
π θ+1)]
n π

��

. .

7. n → ∞
�
x = xn,

y = yn
−→

�
x = a(θ − sin θ),

y = a(1− cos θ).

. , a− 1 < [a] ≤ a

lim
n→∞

�
1

2

�n
π
θ + 1

��
· 2a sin π

n
= aθ

.

Θn := θ − 2
�
1
2

�
n
π θ + 1

��
n

π

. a− 1 < [a] ≤ a

−π

n
≤ Θn <

π

n

, n ≥ 2

sin
�
−π

n

�
≤ sinΘn < sin

�π
n

�
,

cos
�
−π

n

�
= cos

�π
n

�
< cosΘn ≤ 1

4

 ∋ θ のとき，点 A0  （xn, 
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であり，また辺 A0Aℓ  と x 軸の負の部分とのなす角を

(a + r, b) θ = 0 ) , θ

P .

PA x ϕ .

, θ = π−ϕ . , (a, b),

r

�
x− a = −r cosϕ

y − b = r sinϕ
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, θ P
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ことが分かる。
θ ∈ 

. , , An = A0, An+1 = A1

. , A0G

θ , θ = 0 A0 n

. ,

A0(xn, yn) .

. � = 0, 1, . . . , n

In� :=
�
(2�− 1)

π

n
, (2�+ 1)

π

n

�
∩ [0, 2π]

.

� = 0, 1, . . . , n , In� � θ ,

A0(xn, yn) A� , A0A� =

A1A�+1 = tn,� . A�

(�sn, 0) := (�× 2a sin
π

n
, 0)

, A0A� x

ϕ

ϕ = θ − �

n
π

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

xn − 2a� sin
π

n
= −tn,� cos

�
θ − �

n
π

�

yn = tn,� sin

�
θ − �

n
π

�

.

5. 0 ≤ � ≤ n θ ∈ In�⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

xn = 2a� sin
π

n
− 2a sin

�

n
π cos

�
θ − �

n
π

�
,

yn = 2a sin
�

n
π sin

�
θ − �

n
π

�

.

, � = 0, n

.

θ ∈ In�

� =

�
1

2

�n
π
θ + 1

��

. , a ∈ R , [a]

a .

.

6. θ ∈ [0, 2π]

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

xn =
�
1
2

�
n
π θ + 1

�� · 2a sin π
n

−2a sin
[ 12 (

n
π θ+1)]
n π cos

�
θ − [ 12 (

n
π θ+1)]
n π

�
,

yn = 2a sin
[ 12 (

n
π θ+1)]
n π sin

�
θ − [ 12 (

n
π θ+1)]
n π

�

.

,

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

xn =
�
1
2

�
n
π θ + 1

�� · 2a sin π
n

−a

�
sin θ − sin

�
θ − 2[ 12 (

n
π θ+1)]
n π

��
,

yn = −a

�
cos θ − cos

�
θ − 2[ 12 (

n
π θ+1)]
n π

��

. .

7. n → ∞
�
x = xn,

y = yn
−→

�
x = a(θ − sin θ),

y = a(1− cos θ).

. , a− 1 < [a] ≤ a

lim
n→∞

�
1

2

�n
π
θ + 1

��
· 2a sin π

n
= aθ

.

Θn := θ − 2
�
1
2

�
n
π θ + 1

��
n

π

. a− 1 < [a] ≤ a

−π

n
≤ Θn <

π

n

, n ≥ 2

sin
�
−π

n

�
≤ sinΘn < sin

�π
n

�
,

cos
�
−π

n

�
= cos

�π
n

�
< cosΘn ≤ 1

4

 のとき

. , , An = A0, An+1 = A1

. , A0G

θ , θ = 0 A0 n

. ,

A0(xn, yn) .

. � = 0, 1, . . . , n

In� :=
�
(2�− 1)

π

n
, (2�+ 1)

π

n

�
∩ [0, 2π]

.

� = 0, 1, . . . , n , In� � θ ,

A0(xn, yn) A� , A0A� =

A1A�+1 = tn,� . A�

(�sn, 0) := (�× 2a sin
π

n
, 0)

, A0A� x

ϕ

ϕ = θ − �

n
π

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

xn − 2a� sin
π

n
= −tn,� cos

�
θ − �

n
π

�

yn = tn,� sin

�
θ − �

n
π

�

.

5. 0 ≤ � ≤ n θ ∈ In�⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

xn = 2a� sin
π

n
− 2a sin

�

n
π cos

�
θ − �

n
π

�
,

yn = 2a sin
�

n
π sin

�
θ − �

n
π

�

.

, � = 0, n

.

θ ∈ In�

� =

�
1

2

�n
π
θ + 1

��

. , a ∈ R , [a]

a .

.

6. θ ∈ [0, 2π]

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

xn =
�
1
2

�
n
π θ + 1

�� · 2a sin π
n

−2a sin
[ 12 (

n
π θ+1)]
n π cos

�
θ − [ 12 (

n
π θ+1)]
n π

�
,

yn = 2a sin
[ 12 (

n
π θ+1)]
n π sin

�
θ − [ 12 (

n
π θ+1)]
n π

�

.

,

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

xn =
�
1
2

�
n
π θ + 1

�� · 2a sin π
n

−a

�
sin θ − sin

�
θ − 2[ 12 (

n
π θ+1)]
n π

��
,

yn = −a

�
cos θ − cos

�
θ − 2[ 12 (

n
π θ+1)]
n π

��

. .

7. n → ∞
�
x = xn,

y = yn
−→

�
x = a(θ − sin θ),

y = a(1− cos θ).

. , a− 1 < [a] ≤ a

lim
n→∞

�
1

2

�n
π
θ + 1

��
· 2a sin π

n
= aθ

.

Θn := θ − 2
�
1
2

�
n
π θ + 1

��
n

π

. a− 1 < [a] ≤ a

−π

n
≤ Θn <

π

n

, n ≥ 2

sin
�
−π

n

�
≤ sinΘn < sin

�π
n

�
,

cos
�
−π

n

�
= cos

�π
n

�
< cosΘn ≤ 1

4

と書くことができる。ここで，a ∈ 
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⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

n�
�=1

cos �θ =
sin nθ

2 cos n+1
2 θ

sin θ
2

n�
�=1

sin �θ =
sin nθ

2 sin n+1
2 θ

sin θ
2

. z ∈ C , z = cos θ + i sin θ .

θ �= 0 (mod 2π) .

1− zn = (1− z)(1 + z + z2 + · · ·+ zn−1)
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. ([?] )
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2.2
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4　n- サイクロイドの曲線の長さ
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についての和をとればよい。そこで，公式（2.1）を
用いれば，直ちに次が得られる。
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公式（2.3）を用いて上式の極限を取ることで次が
得られる（証明は略）。
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5　面積

n-サイクロイドと x 軸で囲まれる部分の面積を Sn 

とすると，Sn は扇形の面積たちと正 n 角形の面積の
和で与えられることが分かる。
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証明の概略を与える。この定理は本質的に，扇形以
外の部分の面積を全て加えると回転している正 n 角
形の面積に等しいことが言えればよい。
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 （ℓ = 0, 1, . . . , n + 1） と書くことにす
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が分かる。

また定理5によって具体的な曲線の媒介変数表示を
得ているので，直接積分することにより面積を得るこ
ともできる。

最後に，極限を考えることにより次を得る （証明は略）。
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